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RESUMO

BRANQUINHO, L. R. Diviséo por Fracdes: compreensdo profunda da matematica
fundamental de professores que ensinam matematica. 2022. 93f. Dissertacao
(Mestrado em Ensino em Educacdo Basica) — Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

O ensino de fragcbes € um tema bastante complexo na Educacdo Basica,
situa-se numa fase de transicdo entre 0s anos iniciais e finais do Ensino
Fundamental, nos quais a rotina e contexto escolar sdo diferentes. A medida em que
o ensino de fragBes avanca demanda bases sélidas para se desenvolver. A chegada
da divisdo por fracBes, uma operacdo que engloba os numeros fracionarios e a
divisdo, muitas vezes, se torna um grande desafio ndo apenas para alunos, mas
também para os professores. Esta pesquisa da sequéncia a uma investigacao sobre
o0 ensino de fragBes que consistiu na andlise de seis cole¢des de livros didaticos
aprovados pelo PNLD 2019-2022 para o quarto e o quinto anos do Ensino
Fundamental, acerca do conceito por fracdes. Como principal referencial tedrico
utiliza-se uma pesquisa de Liping Ma na qual ela desenvolve o conceito de
Compreensdo Profunda da Matematica Fundamental (CPMF). Com foco no
conhecimento do professor sobre o0 ensino da divisdo por fracdes busca-se propiciar
desafios (contribuir para) o conhecimento sobre divisdo por fragcdes a partir de uma
investigacdo do que os futuros professores de matemética compreendem,
possibilitando que eles conhecam um outro papel docente, o de um professor que
tem um conhecimento profundo sobre o tema. Por se tratar de um Mestrado
Profissional, um dos requisitos para titulacdo € a producdo de um Produto
Educacional (PE), neste caso, um curso destinado a (futuros) professores que
ensinam matematica. Um protétipo deste PE foi realizado em uma turma da
Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ)
gue forneceu apontamentos relevantes contribuindo para que se tornasse um curso
de extensdo. No contexto e condi¢Bes (ensino remoto e periodo de pandemia) de
realizacdo dos encontros ndo foram encontrados indicios claros de CPMF no grupo
de cursistas.

Palavras-Chave: Educacdo Matematica, Divisdo por Fracdes, Conhecimento do

professor, Liping Ma.



ABSTRACT

BRANQUINHO, L. R. Division by Fractions: deep understanding of fundamental
mathematics of mathematics teachers. 2022. 93f. Dissertacdo (Mestrado em Ensino
em Educacédo Basica) — Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2022.

The teaching of fractions is a very complex topic, it is located in a transition
phase between the initial and final years of Elementary School, in which the routine
and school context are different. As the teaching of fractions advances, it demands
solid foundations to develop. The arrival of fraction division, an operation that
encompasses fractional numbers and division, often becomes a major challenge not
only for students but also for teachers. This research continues an investigation on
the teaching of fractions that consists of the analysis of six collections of textbooks
approved by the PNLD 2019-2022 for the fourth and fifth years of Elementary School,
about the concept of fractions. As the main theoretical reference, a research by
Liping Ma is used, in which she develops the concept of Deep Understanding of
Fundamental Mathematics (CPMF). Focusing on the teacher's knowledge about the
teaching of division of fractions, it seeks to provide challenges (contribute to) the
knowledge about division by fractions from an investigation of what future
mathematics teachers understand, allowing them to know another teaching role, that
of a professor who has a deep knowledge of the subject. As it is a Professional
Master's, one of the requirements for a degree is the production of an Educational
Product (EP), in this case, a course intended for (future) teachers who teach
mathematics. A prototype of this EP was carried out in a class of the Mathematics
Degree at the University of the State of Rio de Janeiro (UERJ) that provided relevant
notes for the course under construction.In the context and conditions (remote
teaching and pandemic period) in which the meetings were held, no clear evidence of
CPMF was found in the group of course participants.

Palavras-Chave: Mathematics Education, Fraction Division, Teacher Knowledge,
Liping Ma.
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PLANO A: TUDO DANDO ERRADO, CONFORME O PLANEJADO

Ainda bem que sempre existe outro dia.
E outros sonhos. E outros risos. E outras pessoas. E outras coisas...

Clarice Lispector

Tudo dando errado, conforme o planejado... pode parecer uma maneira muito
pessimista para comecar uma dissertacdo, mas foram (e sdo) tempos dificeis, nédo
apenas para mim, mas para o mundo...

Esta dissertacdo faz parte dos requisitos para aprovacdo no Mestrado
Profissional do Programa de Pdés-Graduacdo de Ensino em Educacdo Bésica
(PPGEB) sediado no Colégio de Aplicacdo Fernando Rodrigues da Silveira (CAp-
UERJ). Participei do processo seletivo presencial no final de 2019, e em abril de
2020 estava previsto o inicio das aulas e demais atividades presenciais do curso. E
foi assim que tudo comecou a dar errado. Em margo, inicialmente, as atividades
presenciais foram suspensas por quinze dias, e esse retorno acabou sendo adiado
outras vezes.

A pandemia mundial, causada pela disseminacao da COVID 19, nos forcou a
criar outras estratégias e substituicdbes ao modelo presencial que estavamos
acostumados. As disciplinas e atividades do mestrado foram realizadas de forma
remota, mediadas por recursos tecnolégicos, o que demandou uma grande
adaptacao tanto por parte dos docentes, como dos discentes. As interacdes e trocas
realizadas duranteos encontros eram mais restritas e limitadas. Ter a familia toda
convivendo no mesmo espaco também era um desafio para muitos, principalmente
para quem tinha filhos. Dificuldades com o uso de alguns recursos e ferramentas,
problemas com a baixa qualidade da internet ou mesmo com quedas de conexao
também passaram a fazer parte do cotidiano.

Todas as questbes envolvidas e impactadas por essas medidas de
distanciamento social também inviabilizaram o meu projeto de pesquisa inicial, que
abordava a divisao por fragdes, mas usaria como pano de fundo para a pesquisa a
Educacao Financeira com alunos do segundo ano do Ensino Médio do CAp-UERJ.
Como nao havia previsao para o retorno presencial e as aulas ndo eram totalmente
sincronas, submeter o projeto a Plataforma Brasil naquele momento nédo era
possivel. Um novo projeto precisava surgir dessa situacdo, mas ndo queria sair do

tema principal, que era a divisédo por fracdes.
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Minha orientadora, Dr2. Gabriela Brido, sugeriu realizar minha pesquisa com
uma turma de Pratica Pedagdgica em Matemética 1 (PPM1), uma disciplina que faz
parte do terceiro periodo da licenciatura em Matematica, da Universidade do Estado
do Rio de Janeiro (UERJ), na qual ela era a professora regente. Organizei um
minicurso destinado a esses futuros professores acerca da divisdo por fragoes.
Assim, iniciou-se a construcdo deste trabalho, com um publico-alvo, um ambiente e
uma proposta diferentes do projeto inicial.

Muitas coisas aconteceram para que eu chegasse a esse programa de
mestrado e muitas outras aconteceram depois, acho importante compartilhar

algumas delas, além das escolhas que envolvem diretamente essa pesquisa.

A voz por tras da pesquisa

Suponho que me entender

nao é uma questao de inteligéncia
e sim de sentir,

de entrar em contato...

Ou toca, ou nao toca.

Clarice Lispector

Nasci em uma cidade pequena da zona da mata de Minas Gerais,
Cataguases?!, que no censo realizado em 2010 possuia menos de setenta mil
habitantes e possui uma arquitetura marcada pelo Modernismo, com projetos de
grandes arquitetos, como Francisco Bolonha e Oscar Niemeyer.

Desde pequena eu adorava a escola, ndo aceitava perder um Unico dia de
aula, mesmo que estivesse doente ou em dias chuvosos. Envolvia-me em tudo o
gue acontecia, todos os eventos e projetos da escola despertavam meu interesse,
me renderam muitas memorias boas e engracadas. A escola sempre foi uma amiga,
enguanto muitos ndo gostavam de matematica, quimica ou fisica, o desafio sempre
me instigou. A matematica da escola sempre foi acessivel e amigavel para mim, tive
professoras e professores maravilhosos, lembro-me de cada um deles.

Cursei a Educacao Infantil e o Ensino Fundamental em escolas publicas, o
Ensino Médio em uma escola particular. Eram escolas limpas, coloridas, bem

cuidadas, espacosas, com recursos necessarios a uma boa pratica, acho que

1 Disponivel em: https://cidades.ibge.gov.br/brasil/mg/cataguases/panorama. Acesso em:22 set. 2022.
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Skovsmose? as classificaria como salas de aula prototipicas3. Algumas pessoas
poderiam até me perguntar o que eu queria ser quando crescesse, mas isso ndo era
importante, eu amava ser crianca, correr, pular, brincar, eram as minhas prioridades.

Sempre via meu pai desenvolvendo uma matematica que muitas vezes eu nao
compreendia, ele era 6timo com muitos calculos. Aprendi a fazer calculos mentais,
desenvolvi claramente a nocdo de completar e ainda outras técnicas de célculo de
uma maneira muito divertida e agradavel, acho que foi assim que a minha

proximidade com a matematica comecou.

Experiéncia Escolar

Meu primeiro contato com as fracbes se baseava na representacdo parte-
todo, barras de chocolates, bolos, tortas e 0 uso de materiais manipulaveis fazem
parte dessa memoria. Faz tempo que isso aconteceu, hdo me recordo exatamente o
gue mais era trabalhado ou discutido durantes as aulas, mas naquele momento foi
suficiente. As fracBes ndo me pareciam um monstro, tAo pouco incompreensiveis. As
dificuldades que nédo surgiram quando eu era aluna, vieram com forca para a
professora. Como auxiliar os discentes na compreensdo das fracbes e das
operacdes com fragdes? Um grande desafio...

No Ensino Médio estudei em uma Escola Técnica de Formacdo Gerencial,

que fazia parte do projeto Escola do Sebrae*. Estaaliava a metodologia de projetos,

2 Ole Skovsmose possui mestrado em Matematica e Filosofia pela Universidade de Copenhague
(1975) e doutorado em Educac@o Matematica pela Royal Danish School of Education Studeis (1982).
Professor Emérito da Universidade de Aalborg (Dinamarca), leciona na Universidade Estadual
Paulista Julia de Mesquita Filho (UNESP). Autor de diversos livros publicados em varios idiomas, “foi
um dos idealizadores da Educac@o Matematica Critica e o principal disseminador dessa concep¢ao
de Educacdo Matemética ao redor do mundo” (CEOLIM, HERMANN, 2012, p. 9).

3Sala de aula prototipica, simplista ou estereotipada: é definida por Skovsmose (2014) como um
“ambiente organizado”, no qual tudo é idealizado, a estrutura escolar € adequada, professores e
alunos estdo envolvidos e dedicados no processo. As dificuldades relacionadas aos discentes séo
restritas & aspectos da aprendizagem matemaética. E o tipo de ambiente em que a maior parte das
pesquisas sdo realizadas, mesmo que represente a minoria das salas de aula reais. Na regido
Sudeste, em geral, as salas de aula podem ser classificadas como prototipicas, pois possuem
condi¢bes minimas para o ensino.

4“A Escola do Sebrae nasceu com o objetivo de desenvolver no estudante suas competéncias
técnicas e comportamentais, preparando o jovem para vencer desafios do mercado e empreender na
vida. Por meio de uma metodologia inovadora de projetos, o estudante é capaz de desenvolver
atitudes empreendedoras, habilidades em gestdo, solugcdo de problemas, oratéria, ideacdo e
modelagem de negdcios. Além disso, é estimulado a desenvolver caracteristicas como autonomia,
proatividade e responsabilidade socioambiental, tornando-se um cidadéo critico e consciente do seu
papel na sociedade”. Disponivel em: https://escoladosebrae.com.br/. Acesso em: 22 set. 2022.
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estimulos & autonomia, consciéncia critica e me forneceu uma concep¢do de
Educacido que eu tratava como um “bom modelo”. Concomitantemente ao Ensino
Médio, tinhamos o curso técnico de Administracdo Empresarial, e esse curso me fez
ter certeza do que eu ndo gostaria de cursar na graduacao:administracdo. Durante
0s estagios, o trabalho era demasiadamente burocratico e repetitivo, ndo conseguia
me ver sentada atras de uma mesa por anos fazendo as mesmas coisas. Eu queria
algo que fosse interessante, que me propusesse novos desafios e emocdes. Fui
aprovada no vestibular para a Licenciatura em Matematica, gostava da disciplina e
de ensinar, de ajudar as pessoas.

“‘Meus problemas” com a Matematica comecaram na faculdade, era uma
matematica muito diferente da que havia aprendido na escola e cursar uma
Licenciatura em Matematica foi bem decepcionante para mim. Esperava que fosse
uma formacao mais direcionada para a formacao de professores e que as questdes
que permeiam esse universo tivessem mais espaco, além da prépria matematica (é
claro).

Nunca vou esquecer a primeira vez que entrei em uma escola publica da rede
municipal do Rio de Janeiro, foi muito contrastante com a realidade que eu conhecia.
Lotada, barulhenta, pequena, restrita, cheia de grades. A primeira impressdo na
escola em que realizei meus estagios supervisionados foi extremamente sufocante,
se eu tinha davidas de que a graduacao seria suficiente para a formacédo docente, eu
tive a certeza de que ndo estava preparada para aquela realidade.

Com o passar do tempo convivendo com aquela comunidade escolar, em
algum momento, acabei percebendo que nao era tdo sufocante quanto no comeco,
mas ainda assim longe do ideal. Ndo era uma escola localizada em comunidade,
tinham carteiras razoaveis, ar-condicionado e portas nas salas, 0 que eu descobri
nao ser a realidade em todo o municipio. Mas o aspecto que mais chamou a minha
atencao e faz com que eu sempre repare quando passo perto de uma escola, € a
semelhanca com uma prisdo. S&o0 grades e portdes separando cada parte,
restringindo e oprimindo, muitas vezes carece urgentemente de manutencéo,
paredes descascadas, sujas, manchadas, ha muito tempo sem pintura, problemas
com infiltracbes, vazamentos e muitos outros. Como alguém poderia querer passar
um tempo num ambiente de tamanho descuido e abandono?

Na mesma escola em que realizei 0s estagios atuei durante dois anos como

voluntaria nos Programas: Mais Educacdo e Novo Mais Educacado, oferecendo
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oficinas de matemética para os alunos que desejassem participar. Esforcava-me
para levar atividades que despertassem 0 seu interesse e os desafiasse. Era muito
triste para mim, ver que muitos duvidavam a todo tempo da propria capacidade de
fazer matematica. Quando algum deles percebia que conseguia, que havia
solucionado uma questdo/concluido um jogo/ou qualquer atividade que envolvesse a
matematica, eu me sentia recompensada. Notei por essa época que alguns topicos
geravam maiores dificuldades e incompreensdes, como as fracdes.

Mostrar para esses alunos que eles eram capazes de matematizar se tornou
mais importante do que ensinar conteudos/técnicas/procedimentos matematicos,
isso me fez perceber que eles precisavam de muito mais do que matemética e que
um professor precisa de muito mais do que conhecimento técnico e tedrico para
lecionar.

Comecei a pesquisar mais sobre o assunto e encontrei uma Especializagéo
em Educacdo Matematica, no Colégio Pedro Il. O curso atendia a professores que
ensinam matematica, com formacdo nesta area ou em pedagogia, foi uma
experiéncia enriquecedora. Durante a especializa¢cdo, uma amiga me apresentou ao
PPGEB, ela ja havia cursado uma disciplina como aluna especial, e eu me inscrevi
em Didatica da Matematica, ministrada pela minha orientadora, que me aproximou
muito da Educacdo Matematica. Dois textos (LINS, 2004 e VIANNA, 2008) dessa
disciplina foram parte da minha inspiracdo para uma pesquisa sobre fracbese que
resultou no trabalho de conclusdo de curso na especializacdo Branquinho(2019),
que consistiu na revisdo de seis colecfes de livros didaticos destinados ao quarto e
ao quinto anos do Ensino fundamental, em que o conceito de fracdes é abordado
segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018).

Este trabalho da sequéncia a investigacdo sobre o ensino de fragcdes, agora
direcionado para a divisdo por fracdes. Gostaria de que os alunos vissem a escola
com a mesma magia que eu sempre vi, que lhes fosse um espaco de acolhimento e
exploracdo, ndo apenas uma obrigacao, um lugar do qual querem fugir. Sei que nem
todos seriam cativados pela Mateméatica, como eu fui, mas espero poder contribuir

para um outro olhar para a Matematica.
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INTRODUCAO

... a operagdo mais complicada com os nimeros mais complexos,
pode ser considerada um tépico cimeiro da aritmética.®

Sim, estamos falando sobre a divisdo por fracbes. Uma operacdo que alia
dois temas de grande dificuldade: a divisdo e os numeros fracionarios. Se a
Matemética ja& € vista como um monstro por muitas pessoas, indecifravel e
inacessivel quando usamos numeros naturais, as fragcdes surgem como um novo
desafio. E um nimero? N&o é um numero? Porque as operacdes parecem nao
seguir a mesma logica de antes? Como isso funciona?

Em minha percepgdo, no Brasil vivemos imersos a uma cultura que
supervaloriza um titulo: se cursei uma licenciatura e obtive meu diploma, estou
formado, pronto para lecionar e sei tudo. Ndo gostamos de admitir que né&o
sabemos, muitas vezes ndo temos a humildade necesséria para continuar
aprendendo, se formando. E facil se fechar dentro daquilo que conhece, ndo se
permitir explorar outros lugares, ndo sair de sua zona de conforto. As aulas de
matematica podem facilmente se tornar uma mera repeticdo de procedimentos e
algoritmos prontos, quando ndo nos sentimos confortaveis com algum topico.

A Matematica ndo é boa, ruim, justa ou injusta, se pensada enguanto
ferramenta, vai depender da maneira como é utilizada. Pode ser destinada a
inumeros fins, desde a criacdo de bombas com potencial devastador a de vacinas
que salvam milhares de vidas. Desta forma, além do conhecimento mateméatico
adquirido, é necessario refletir sobre 0 seu uso e suas implicacbes. Para tal
reflexdo,problematizara ideologia da certeza® que permeia a Matematica torna-se
muito importante, assim como suprimir esse carater de neutralidade e certeza
infindavel. Acredito em matematicas que sao construidas e usadas por seres

humanos, nunca neutras, mas ao contrario, sempre em busca de algum prop0ésito;

>(MA, 2009, p. 114).

6 ldeologia da certeza representa uma crenga exacerbada em resultados matematicos, de que
mesmo aplicada a matematica € a melhor solugdo, mesmo para problemas reais, representando uma
“verdade inquestionavel”. “Wemos a ideologia da certeza como uma estrutura geral e fundamental de
interpretacdo para um numero crescente de questbes que transformam a matemética em uma
“linguagem de poder”. Essa visdo da matematica — como um sistema perfeito, como pura, como uma
ferramenta infalivel se bem usada — contribui para o controle politico” BORBA, SKOVSMOSE (2001,

p. 129).
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discutir essas questfes demanda uma sociedade que ndo tema a(s) matematica(s),
que a(s) conheca(m) e saibam lidar com ela(s). A Matematica pode ser utilizada
como um mecanismo de exclusdo quando privamos parte da nossa sociedade (em
geral os menos favorecidos) do seu pleno entendimento e exercicio, mas ela
também tem o potencial (para quem a utiliza) de promover a libertacdo, de
guestionar as desigualdades socioeconO6micas e de lutar por equidade. Acredito que
isso depende do tipo de acesso que € concedido as pessoas. Quando limitamos e a
tornamos inacessivel, selecionamos alguns para ingressar nessa gaiola e fechamos
a porta para que os ‘“indesejados” ndo fagcam parte, repercutimos séculos de
injusticas e segregacdo. Mas quando promovemos uma matematica que apresenta
possibilidades, solucbes, que se mostra aberta a discussdes e diversos caminhos,
possibilitamos (ou tentamos possibilitar) a todos que a compreendam e que a
utilizem da maneira que melhor lhes sirva.

A minha busca né&o se faz por uma critica a formacédo docente, a universidade,
aos alunos, ou sugere fornecer uma quantidade maior de conhecimentos. O objetivo
€ conhecer uma outra maneira de aprender.Também néo faz parte dessa pesquisa
diagnosticar o que um futuro professor de matematica ndo sabe, mas a partir da
hipétese de que lhe falta uma Compreensdo Profunda da Mateméatica Fundamental
(CPMF), procurar meios de desenvolvé-la, conhecer uma nova possibilidade de ser
professor. Caminhar em direcdo ao reconhecimento de que ha saberes diferentes, e
matematicas possiveis. Esta investigacdo se insere no projeto de pesquisa
“‘Matematicas outras que surgem em uma sala de aula que valoriza a experiéncia do
outro” da linha de pesquisa de anos finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio
do PPGEB e coordenado por minha orientadora.

O objetivo dessa pesquisa € contribuir para a construgdo de Conhecimento
Profundo da Matematica Fundamental sobre divisdo por fracdes junto a futuros
professores de matematica.

A motivagcdo desta pesquisa comecou em 2018/2019,quando cursei uma
Especializacdo em Educacdo Matematica, no Colégio Pedro IlI, destinadaa

professores que ensinam matematica. Meu trabalho de conclusdo constituiu-se de
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uma pesquisa qualitativa documental, em que seis cole¢des’ de livros didaticos
aprovadas pelo PNLD 2019-2022 foram analisadas quanto a apresentacdo das
fracOes referente ao quarto e ao quinto anos do Ensino Fundamental. A pesquisa
analisou as propostas dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), Diretrizes
Curriculares Nacionais (DCN) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) acerca
do ensino de Matematica e das fracbes em especial. Abordou a construcdo da
fracdo como umnumero e conhecimentos que alicercam esse processo, ressaltando
alguns obstaculos e barreiras. Apresentou diversas possibilidades para o ensino de
fragbes como: o uso de calculadoras, leitura, resolucdo de problemas,
etnomatemaética, histéria da matematica e o uso de materiais manipulaveis. E ainda
produzi uma proposta de atividades utilizando o livro Monstromatica, escrito por Jon
Scieszika e ilustrado por Lane Smith. Ao final dessa pesquisa ressaltei 0 abismo
entre o que se vé como proposta pelos documentos oficiais, pelas proprias colecbes
e 0 que, de fato, € desenvolvido no material didatico. Ndo se nota a construcdo da
relacdo entre fracdo e numero, tampouco 0s muitos recursos didaticos/pedagdgicos
sdo explorados, constituindo um instrumento de ensino fragmentado, repleto de
subdivisdes sem criar conexdes com outros conhecimentos (BRANQUINHO, 2019).

A partir desse trabalho, foi possivel compreender porque ao ingressar no
sexto ano do Ensino Fundamental, o discente se depara com tamanha dificuldade
para operar com as fracdes, ndo tendo compreendido o seu significado mais basico:
o de um namero fracionario. Os livros didaticos baseiam-se quase exclusivamente
na representacao parte-todo. Pizzas, bolos, tortas, barras de chocolates, frutas e até
mesmo figuras geométricas séo as representagfes mais utilizadas nos anos iniciais,
todas possuem uma caracteristica em comum: sdo variaveis quantitativas discretas.
O uso de variaveis continuas, como representa¢fes na reta numérica ou associacao
a operacao de divisdo ndo sdo comuns.

A divisdo por fragbes ocorre na transicdo entre o quinto e o sexto ano, do
Ensino Fundamental | para o Il, um periodo de grandes mudancgas para os alunos.
Pode se tornar um desafio quase (e muitas vezes) intransponivel, geralmente é um
tema apresentado de maneira muito mecéanica, sem representacéo, significado ou

entendimento de tudo o que esta por tras dessa operacdo(NOVAES, TORTOLA,

" Foram analisadas as cole¢des: “Eu gosto”, da editora IBEP; “A conquista”, da editora FTD; “Liga
mundo”, da editora Saraiva; “Aprender juntos”, da editora SM; “Apis”, da editora Atica e “Bem-me-
quer”, da Editora do Brasil.
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VERTUAN, 2021; LOPES, 2008). Decora-se aquele famoso: “repete a primeira
fragdo e multiplica pelo inverso da segunda”, o aluno ndo sabe o porqué mas sabe
gue € assim, repete e obtém éxito nos calculos. Mas é s0 isso, alguns irdo decorar
essa regra e simplesmente aplica-la repetidamente, sem refletir sobre, ja outros nem
isso...Ao ingressar na faculdade, nossa formagédo segue um modelo bem semelhante
a Educacdo Béasica, ndo somos apresentados as mateméticas, e sim a uma
Matematica(escolar) que se constitui como uma ciéncia soberana, que sabe de
todas as coisas.Nao discutimos sobre o uso ou suas potencialidades, apenas
aprendemos mais tépicos/procedimentos/férmulas/calculos, tudo muito técnico e
tedrico. Adentramos na sala de aula e muitas vezes acabamos por ensinar da
maneira que aprendemos, pois isto é o que sabemos, 0 que conseguimos
reproduzir. E o ciclo se repete.

Almejando romper com esse ciclo, nos capitulos a seguir serd apresentada
uma pesquisa que foi realizada em uma turma com vinte e trés alunos da disciplina
de Praticas Pedagodgicas em Matematica |,cadeira obrigatéria da Licenciatura em
Matematica, na UERJ, campus Maracana.

O capitulo 1 trazo referencial te6rico da pesquisa, abordando aspectos
relativos a dificuldade de apreensédo do conceito de fracdes, da operacéo de divisao,
da operacdo de divisdo por fragbes. O conceito de Compreensdo Profunda da
Matematica Fundamental € apresentado e para finalizar algumas questdes que
permeiam o ensino.

O capitulo 2 € composto pela revisdo de literatura em que sdo analisados:
uma tese de doutorado, trés dissertacdes de mestrado e um artigo.

O capitulo 3 consiste no percurso metodologico da pesquisa e elaboracéo de
um curso sobre divisao por fragoes.

O Capitulo 4, Anélise de dados, conta com uma analise dos dados obtidos no

curso produzido.
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1. REFERENCIAL TEORICO

Vianna (2008, p. 161) defende “o exterminio das fracOes, sua retirada dos

curriculos, dos livros didaticos, das listas de conteudo escolar...”, esta seria uma
proposta muito radical? Falar sobre mudancas curriculares € um tema complexo,
dificii de chegar a um consenso entre politicas publicas, documentos oficiais,
professores, diretores escolares e demais partes envolvidas nesse processo. As
fragbes seriam realmente capazes de “roubar” o gosto das criangas pela
matematica? O autor tece duras criticas a maneira como as fracées sao trabalhadas,
apresenta-se algo que ndo € uma fracdo, nem um namero, mas atribui o tratamento
destinado aos numeros. As representacdes parte-todo amplamente utilizadas nos
anos iniciais dificultam a relagcdo entre uma fracdo e um numero, e qualquer
argumentacao racional ndo seria capaz de romper com a conviccdo acerca do
ensino de fracbes nas séries iniciais. Assim como Vianna (2008), considero
importante ressaltar que a permanéncia das fracdes no curriculo ndo se da pelo que
elas representaram em outros momentos da histéria, mas por serem a
“representacao fracionaria” dos numeros racionais.

Nesse mesmo sentido, comparar a Matematica aos monstros que
representam as dificuldades, Lins (2004) fala sobre o jardim guardado por monstros
que filtram aqueles que irdo passear por ali. Ressalta que a Matematica académica,
do matematico,ao assumir um carater absolutista, alheia a qualquer coisa externa a
prépria Matematica, torna-a distante da realidade, ndo “natural’” para quem néo a
conhece profundamente. Esse distanciamento entre a “Matematica académica” e o
que ele se refere como a “Matematica da rua” promove uma descrengca mutua, uma
nega e ignora a outra, ndo conseguem coexistir ou se apoiar. E assim, como ao se
deparar com um monstro, a pessoa fica paralisada, ndo sabe o que fazer ou como
agir e talvez fuja, ocorre 0 mesmo ao se encontrar com a matematica. E mais facil e
confortavel ndo enfrentar o monstro, negar a sua existéncia e seguir com a vida

guando ndo sou capaz de produzir significados familiares. Dessa forma:

A situacdo é complexa, porque quem garante que O monstro exerca sua
funcao de me impedir de entrar 14, paradoxalmente, sou eu, porque sou eu
que me paraliso frente a ele, sou eu que digo a mim mesmo “nao sei o0 que
fazer”, e, aos outros “ndo ha o que fazer”. (LINS, 2004, p. 119).

E esse ciclo de medo e distanciamento da matematica se perpetua, o jardim
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da matemética continua sendo habitado apenas por aqueles para quem 0S monstros
monstruosos, se tornam de estimacdo. Da mesma forma que é comodo para o aluno
negar a dificuldade, também é para o docente dar uma aula expositiva, em que
todos acreditam que o professor ensina e o aluno aprende, e se ele ndo aprendeu é
porque lhe falta algo ou ele ndo é capaz. Nesse cenério, o papel da Educacéo
Matematica € transformar o monstro monstruoso, em um monstro de estimacao,
mesmo que apos isso o aluno decida ndo frequentar o jardim do matematico, essa
tera sido a sua escolha e ndo uma imposicéo.

De volta as fragBes, como ir do monstro monstruoso para o monstro de
estimacao?

Para comecar, Vianna (2008) assume gque a fracdo tomada exclusivamente
como representacdo parte-todo, usando barras, pizzas, tortas e outros objetos néo
simboliza um nimero. Aliar as fragcdes a divisdo também ndo é uma opg¢éo, pois nos
anos iniciais a divisdo se restringe aos numeros naturais, tendo como resultado
apenas numeros ‘inteiros” e positivos. Ele apresenta um exemplo muito
interessante(2008, p. 167-168):

Considere o Bucaneiros F.C., um time de futebol que disputa dois torneios
simultaneos. Apresentada a alunos de séries iniciais a situacdo abaixo, eles
a resolverdo sem qualquer dificuldade.

Situagdo: o Bucaneiros jogou trés partidas no campeonato da cidade e
ganhou uma delas. No campeonato nacional ele jogou cinco partidas e
ganhou duas.

Uma forma de representar o que acabamos de afirmar € a seguinte:

Partidas ganhas 1
Partidas jogadas 3
Partidas ganhas 2
Partidas jogadas 5

Campeonato da cidade: Representacéo: 1/3

Campeonato nacional: Representacao 2/5

Pergunta: como representar o total de partidas ganhas e jogadas?
Respostas dos alunos, obtida por simples adi¢céo:

Partidas ganhas 3

Partidas jogadas 8

1.2 3
Ouseja:-+-=-
3 5 8

Neste caso, estamos falando de razéo. A primeira razdo é a analise do rendimento
do Bucaneiros FC no campeonato da cidade, a segunda razdo compreende o rendimento do
time no campeonato nacional e a terceira razéo refere-se ao rendimento do time em todas
as partidas. Esta modelagem poderia ser representada através de porcentagem, mas nao de
fracOes.

Esse resultado € compativel com a situacdo, mas ndo com o tratamento

matematico que damos as fracdes, pode ser bastante perturbador para vocé, assim
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como foi para muitos dos professores que interagiram com Vianna nesse problema.
Existem outras maneiras possiveis para representar a solu¢cdo, mas o objetivo do
autor era causar estranhamento e um conflito entre o conhecimento acerca das
fracbes e esse contexto, claro que isso s é possivel, porque apesar de utilizar a
mesma representacdo, ndo sao fragoes.

Um aluno dos anos iniciais que ndo conhece as operacbes com fracoes,
possivelmente resolveria qualquer soma de fracbes dessa maneira, somando 0s
numeradores e denominadores, parece o caminho mais natural. O estranhamento
causado em professores e pesquisadores com esse exemplo busca se aproximar do
que as criangas enfrentam ao encararem a soma de fragdes pela primeira vez.Elas
utilizam conhecimentos prévios para tentar resolver novas situacées, mas iSso hao
funciona com as fracdes. Dessa forma, esse exemplo ndo é absurdo para as
criancas, os professores, no entanto, s6 o aceitam quando reconhecem que nao
estamos lidando com numeros. O propdsito de desestabilizar esses conhecimentos
€ despertar para a ideia de que, talvez, o que parece com um numero quando as
fracbes sdo ensinadas, ndo retrata um nuamero (claro que o fato deste exemplo
especifico ndo tratar de fracdo como numero, ndo garante que as fracdes nédo
tenham atribuido como significado o de um nimero, € uma possibilidade) (VIANNA,
2008).

Vianna (2008) critica o método como as fracbes sédo ensinadas, como
representacfes parte-todo, pois remetem apenas a um procedimento de dupla
contagem. Contam-se 0 niumero de partes que se quer: temos o numerador, contam-
se 0 numero de partes em que o todo foi dividido: temos o denominador. E de fato,
se as fracbes permanecem no curriculo por representarem 0s nUumeros racionais,
nao deveriam ser desenvolvidas aliadas ao significado de numero? Em Branquinho
(2019), apresento algumas possibilidades/ferramentas que podem ser utilizadas.

Ao abordar as fracdes, o discente se deparacom obstaculos epistemoldgicos,
outros conhecimentos construidos e alguns ja solidificados se chocam com os
significados que precisam ser construidos.Por exemplo: para os nimeros naturais, 2

é igual somente a 28, mas temos as fragdes equivalentes, que sdo representacdes

2 3 7

. ; . 1
fracionarias de um mesmo numero racional como -,—,—,—

510’15’ 35’ que representa o

8 2 é equivalente a: %; 200% ou 1,99999999; porém estes elementos ndo pertencem ao conjunto dos
Numeros Naturais.
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namero decimal 0,2 que por sua vez também pode ser escrito como 0,2 ou 0,20 ou
0,20000. As operacdes também seguem uma Idgica diferente dos niumeros naturais,
e assim, talvez a grande dificuldade em lidar com as fracGes se deva ao fato de criar
uma ruptura entre os saberes que 0 aluno possui e 0s que precisa construir.

A escola é um ciclo: o aluno aprende com o professor, o aluno estuda mais e
se torna professor, o professor estuda mais e se torna o professor do professor. Um
vai aprendendo com o outro, mas muitas vezes, ensinamos da mesma maneira que
aprendemos, principalmente com tépicos mais complexos que ndo compreendemos
td0 bem, em geral. Acredito ser o caso da divisdo por fragdes. E mais facil dizer ao
discente: “repete a primeira e multiplica pelo inverso da segunda fragdo”. Se o
conceito de fracdo ndo esta bem solidificado, como compreender uma operacao tao
complexa quanto a divisdo por fraces? Como criar uma representacdo adequada
para algo que ndo se compreende? E o ciclo se repete, o aluno aprende com o
professor, ao se tornar professor: ensina da maneira como aprendeu... Para tentar
romper comesse ciclo de repeticdo e construir um conhecimento significativo, que
transforme esse monstro monstruoso em um monstro de estimacgdo, iremos
apresentar alguns pontos importantes para compreender a complexidade dessa
operacéao e depois veremos algumas possibilidades diferentes.

1.1. Uma muito breve histéria do ensino de fracdes no Brasil

Por mais que o nosso curriculo escolar ndo tenha sofrido grandes alteracdes
e reformulacbes ao longo do tempo, os conteudos que o compdem vao sofrendo
alteracdes, outros vao sendo incorporados, como vimos com 0 ensino de estatistica
e probabilidade que a BNCC trouxe para os anos iniciais. Podemos afirmar que o
ensino de fracOes foi se transformando junto com a escola brasileira.

Na década de 1960, apenas 0 curso primario (com quatro anos de
escolarizacéo) era um dever do Estado, a chamada “escola de primeiras letras”
buscava um ensino que seria utilizado fora da escola, conhecimentos que serviriam
para o dia a dia e para os trabalhos mais comuns, seguindo sempre a logica de
apresentar uma operacgao, suas regras e exemplos numeéricos. A obrigatoriedade da
insercdo do sistema métrico decimal a partir de 1972 causou uma mudanca na

ordem em que os conteudos eram apresentados:

Considerando-se a sequéncia “operagdes-fracoes-decimais”, as fragdes
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significam operadores que dividem coisas da vida cotidiana em partes
iguais, das quais se deseja tomar algumas delas. Ja para a sequéncia
operacOes-decimais-fracbes, as fracdes constituem razbes entre dois
nameros para uso em problemas de mudancas de sistemas de medidas.
(COPPE, SIQUEIRA, 2021, p. 24).

A primeira sequéncia era utilizada antes da implementacdo do sistema
métrico decimal, apds esse periodo o subconstruto® razéo integrou-se as fracoes.

No fim do século XIX e inicio do XX,estudos da psicologia sobre o ensino
comecaram a se destacar, assim como criticas ao ensino baseado nha memorizacao,
a preocupacdo com o desenvolvimento infantil e a importancia de levar aspectos da
vida cotidiana para a escola. O método intuitivo que propunha que a partir da
observacéo o conteudo poderia ser sistematizado e o da Escola Nova estabelecia o
aluno como foco do processo de aprendizagem,esses foram os dois movimentos
gue guiaram esse periodo. Os materiais didaticos comecavam do facil para o dificil,
do concreto para o abstrato, de brincadeiras e situa¢des do cotidiano até chegarem
nos exercicios mais tedricos.

O final década de 1960 no Brasil coincidiu com o periodo no qual 0 nosso
sistema escolar adquiriu a obrigatoriedade de ofertar oito anos de escolarizacao
gratuita. A influéncia do movimento da Matematica Moderna culminou na producéo
de livro do aluno e guia do professor destinados a cada ano escolar, “e a matematica
do ensino de fracBes tem por finalidade a constru¢cdo dos numeros racionais, a
fracdo como uma das representagdes do numero racional.” (COPPE, SIQUEIRA,
2021, p. 40). O ensino da matematica seguia a logica e a estrutura da Matemética,
que adquiriu mais destaque na Escola. Esta foi uma tendéncia proveniente do
cenario internacional, almejando uma producao de conhecimento Unica, uniforme e
para todo o ensino.

No meio da década de 1980, as criticas e debates em torno do Movimento da
Matematica Moderna, entre os campos pedagogicos e disciplinares, fomentaram o
cenario em que surgiu a Educagdo Matematica no Brasil. A partir de entdo, final do
século XX, documentos oficiais comecaram a permear o cenario educacional: em

1997 os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), e em 2017 a Base Nacional

% ..podemos dizer que existe um consenso entre os pesquisadores de que Kieren (1976) foi o
primeiro a sugerir que 0s numeros racionais possuem diversos significados, denominados, em seu
primeiro trabalho de interpretagdes.” (GOMES, 2010, p. 26). “Em 1988, Kieren revé suas sugestdes
para os diversos significados de fragdo e passa a falar em “subconstrutos”, ao invés de
interpretagbes.” (GOMES, 2010, p. 27, grifo do autor).
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Comum Curricular (BNCC). Os PCN apontam para o desenvolvimento da cidadania
e apresentamtemas transversais que deveriam permear todas as areas de ensino.
Ja a BNCC surge como um documento normativo para direcionar a criacdo dos
curriculos estaduais e municipais. Ambos os documentos propdem o ensino dos
nameros racionais a partir dos dois ultimos anos do Ensino Fundamental |, apds o
trabalho com operagfes com nimeros naturais, sistema monetario e com a ideia de
metades.

Os PCN (BRASIL, 1997) agrupam os contetdos por ciclos com duracdo de
dois anos, no segundo ciclo (equivalente ao: quarto e quinto ano do ensino
fundamental) traz os numeros racionais e suas representacfes fracionarias e
decimais, a partir dos subconstrutos parte-todo, quociente, razdo e operador. No
terceiro ciclo, mantém os mesmos significados, e espera-se que o aluno seja capaz
de:

...efetuar calculos envolvendo adigdo, subtragdo, multiplicacdo, divisdo e
potenciagdo, escolher adequadamente os procedimentos de célculo (exato
ou aproximado, mental ou escrito) em fungéo dos contextos dos problemas,
dos numeros e das operacbes envolvidas (BRASIL, 1998, p. 76, grifo
Nnosso).

A BNCC (BRASIL, 2017, p. 307) destaca na unidade tematica dos numeros
para o sétimo ano: “NUmeros racionais na representacao fracionaria e na decimal:
usos, ordenagao e associacdo com pontos da reta numérica e operagdes” e como
habilidades:

(EFO7MA11) Compreender e utilizar a multiplicacdo e a divisdo de nimeros
racionais, a relacao entre elas e suas propriedades operatérias.
(EFO7MA12) Resolver e elaborar problemas que envolvam as operagfes
com numeros racionais. (BRASIL, 2017, p. 308, grifo do autor).

Os PCN desenvolvem um pouco mais o0 que o professor deve esperar do
aluno, abordam aspectos importantes como a escolha do calculo, o que valoriza 0s
calculos aproximados, exatos, mentais e escritos. De modo geral, ele é mais
abrangente quanto ao que propde para a Educacéo, trazendo temas transversais e
abordando questbes como o0 uso de jogos, da histéria da matematica, de
tecnologias, relacdo professor-aluno, conhecimento e ainda outros aspectos.
Diferente da BNCC que apresenta habilidades mais gerais, os PCN atribuemas
fragcbes como significado uma representacao fracionaria de um quociente (resultado
de uma divisdo)e em seu texto traz aspectos como o letramento matematico (mas

sem caracteriza-lo). Importante ressaltar que nenhum dos dois se constitui enquanto
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curriculo e sim como documentos norteadores para a elaboracdo do curriculo
escolar. Ambos propdem uma Educacao para a cidadania.

Neste texto ndo pretendo defender e nem criticar documento algum (isso ja
seria um trabalho bem longo), mas a BNCC, que € o documento mais atual (e
bastante controverso) da Educacéo brasileira aponta as fragbes como representacao
parte-todo, resultado da divisdo, razdo e operador.Essa sucinta histéria do ensino
das fracdes, poderia se estender por muitas paginas, mas a intencéo aqui € destacar
um ponto principal: os movimentos educacionais,a partir do final dos anos 80,
acabaram nos direcionando a uma Matematica Escolar em que o conhecimento é
autossuficiente, ele ndo depende de nada para existir, ELE EXISTE, € uma
ferramenta que deve ser aplicada para resolver um exercicio ou situacéo-problema.

Lopes (2008) relata que o0s conceitos relacionados as fragcbes sao
apresentados de maneira rapida, sem muito desenvolvimento e aprofundamento.Ao
analisar livros didaticos publicados ap6s o Movimento da Matematica Moderna,
percebe-se uma pressa em progredir com o ensino das fracdes rapidamente para
chegar ao conjunto dos numeros racionais.

Essa Matematica nao transforma o monstro monstruoso, ndo se aproxima da
matematica do cotidiano, ndo cria relagdes importantes com o mundo real, ndo
permite uma andlise critica do seu uso e pode acabar se tornando mais uma

ferramenta de excluséo.

1.2. A operacgdo aritmética mais complexa: Divisao

A divisdo demanda conhecimento sobre a subtracdo, a multiplicacdo e a
procura pelo algarismo que se encaixe no quociente, ndo podendo ser grande
demais e nem muito pequeno. Além disso, na adicdo, subtracdo e multiplicacao
temos dois numeros e como resultado um terceiro niumero, na divisdo temos dois
nameros, mas possiveis resultados distintos na resolu¢édo de um problema, pode ser
0 quociente, o resto ou nenhum dos dois, a sua solugéo. Essa ruptura torna a diviséo
a mais complexa entre as quatro operagdes basicas. (VERGNAUD, 2009; RIPOLL,
RANGEL, GIRALDO, 2015; BRIAO, MUZINATTI,RIBEIRO, 2015).

Construir um significado sélido para a divisdo é essencial ndo apenas para a
divisdo por fragbes, mas também para a compreensao das fragdes como numeros.

Dessa forma, explorar outros algoritmos e outras interpretacdes se torna essencial.
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Uma mesma operacéo pode representar situacoes diferentes, utilizando como
llustragéo a divisdo ndo exata de 37 por 5, observamos:

l. Luana preparou 37 brigadeiros e precisa coloca-los em caixinhas com
cinco unidades para vender. Quantas caixinhas completas ela tera?

Nesse caso, ela terd 7 caixinhas completas, logo a resposta €7 (o
guocienteda divisdo néo exata).

Il. Luana preparou 37 brigadeiros e precisa coloca-los em caixinhas que
cabem cinco unidades. Quantos doces irdo sobrar apos completar o maximo de
caixas possivel?

Aqui ela ira completar as mesmas 7 caixinhas, e sobrardo dois doces, a
resposta é 2 (o resto).

Il Luana preparou 37 brigadeiros e precisa coloca-los em caixinhas que
cabem cinco unidades. Quantas caixinhas serao necessérias para armazenar todos
os doces?

Em 7 caixinhas ela consegue armazenar apenas 35 doces, como todos
precisam ficar em caixas, ela precisara de 8 caixinhas (hdo é o resto e nem o
quociente).

Os problemas apresentados sdo discretos, ou seja, envolvem numeros
inteiros. Se considerarmos os decimais, poderiamos ter ainda:

V. Luana possui 37 metros de fita de cetim, se quiser dividir entre suas 5
filhas. Quantos metros de fita cada uma ira receber?

Aqui, cada uma recebera 7,4 metros de fita (Que é o quociente da divisdo nao
exata).

Mas note que mesmo para os alunos que ja realizam esse ultimo tipo de
divisdo, as quatro situagbes anteriores permanecem inalteradas. Em quatro
contextos obtivemos quatro solugbes distintas, dessa forma, diferentes situacdes
podem ser modelizadas por uma mesma operacao de divisao.

Os problemas envolvendo a divisdo podem seguir ainda dois modelos:

l. ParticAo/Reparticdo: no sentido de partilha, distribuicdo, € um modelo
no qual conhecemos o todo e a quantidade de partes que desejamos
dividir; o resultado representa o valor de cada parte.

Brido, Muzinatti e Ribeiro (2015, p. 86) exemplificam com: “Tenho 10 l4pis e

quero distribui-los igualmente entre 5 pessoas. Quantos lapis cada pessoa

recebera?



32

10 lapis + 5 = 2 lapis (reparticdo)”

Il. Quoticao/Coticao/Agrupamento: no sentido de comparagcédo, medicéo
relativa em que conhecemos o todo e o valor de cada parte; o resultado
passa a ser a quantidade de partes (ou quotas).

E novamente, temos como exemplo: “Quantas caixas de 5 lapis cada uma se

consegue formar com 10 lapis?

10 lapis + 5 lapis = 2 (agrupamento)”

Nestes dois casos, apesar de a operacao de divisdo ser a mesma (10 + 5),
em cada situacdo a quantidade (5) representa objetos diferentes. Na primeira 10
lapis divididos por 5 pessoas resulta em 2 lapis por pessoa, na segunda temos
caixas com 5 lapis “contendo ao todo” 10 lapis, entdo o numero de caixas resulta da
divisdo de 10 lapis em grupos de 5 I4pis.

Ambos os problemas foram propostos por Brido, Muzinatti e Ribeiro (2015, p.
86) a professores de matematica para que os classificassem. O professor que
ensina matematica deve ter o conceito de numero e da divisdo bem claros e
estabelecidos para que reconheca esses modelos, 0 que se torna muito relevante
Nao apenas para a sua pratica docente, mas também para conseguir reconhecer e
lidar com as possiveis solu¢des e/ou dificuldades de seus alunos. Afinal, se a divisdo
por fracdes é a operacao mais complexa com 0s nimeros mais complexos (no inicio
da Educacdo Basica), antes de compreendé-la serd necessario compreender
profundamente o processo da divisdo, mas claro, esse nao é o Unico conhecimento

necessario, existem ainda outros... falaremos deles posteriormente.

1.3. Liping Ma

E possivel que o leitor nunca tenha ouvido esse nome. Iremos apresentar um
pouco do que pesquisamos sobre ela. A Revolucao Culturalque ocorreu entre 1966 e
1976, na China,constituiu-se em um momento de transformagdes sociais e politicas,
que visavam distancia-la do modelo soviético de comunismo. Possuia quatro

objetivos, dentre eles: “assegurar uma experiéncia revolucionaria a juventude
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chinesa”. A Revolucdo foi finalizada em 1977°. Foi nesse periodo que Liping Ma e
outros adolescentes com sete ou oito anos de escolarizagcdo deixaram Xangai, a
cidade em que ela nasceu e foi criada, sendo enviados a uma aldeia pobre e
pequena, localizada no Sul da China. Eles deveriam trabalhar no campo e serem
reeducados pela comunidade. Apés alguns meses da mudanca, o chefe da aldeia
pediu & Liping Ma que desse aulas na escola primaria. Ma passou cinco anos
ensinando todos os cinco anos de escolaridade e, ao final tornou-se diretora da
escola.

Apés retornar a Xangai, ela comecou a ler classicos da educacgédo e atingiu o
grau de mestra na Universidade Normal da China Oriental. Dando continuidade a
sua formacdo, no final de 1988, foi para os Estados Unidos para estudar na
Universidade do Estado de Michigan, na qual ela trabalhou como assistente de
estudo na Formacgao de Professores e Aprender a Ensinar (Teacher Education and
Learning to Teach — TELT). Seu trabalho consistia em codificar respostas de
professores a questdes, no entanto essas devolutivas eram bem distintas do que ela

esperava, pouquissimos professores respondiam corretamente.

Os instrumentos matematicos do TELT foram desenvolvidos por Deborah
Ball para a sua dissertacdo (BALL, 1988b) foram criados para testar os
conhecimentos dos professores no contexto de praticas comuns que oS
professores adotam no processo de ensino. (MA, 2009, p. 25).

A tese de doutorado de MA,defendida em 1999, utilizou essas questbes do
TELT e posteriormente resultou no livro “Saber e Ensinar Matematica Elementar” de
2009. A autora aborda quatro topicos fundamentais da matematica elementar que
intitulam os primeiros capitulos:

I.  Subtracdo com reagrupamento: abordagens para ensinar um tépico,
[I.  Multiplicagdo com numeros de vérios algarismos: lidar com os erros
dos alunos,
[ll.  Criar representacdes: divisdo de fracbes'! e

IV.  Explorar novos conhecimentos: a relacao entre perimetro e area.

10 Para mais informagdo acesse: https://super.abril.com.br/mundo-estranho/o-que-foi-a-revolucao-
cultural-chinesa/. Acesso em: 22 set. 2022.

11 pesquisas utilizadas no referencial teérico e na revisdo de literatura MA (2009); SILVA (2017);
MORAL (2018); SILVA F.° (2019), DUGAICH (2020); MORIEL Jr.; WIELEWSKI; CARILLO (2019)
utilizam o termo “divisdo de fragdes” ao tratar da “divisdo por fragdes”, dessa forma, este trabalho
considerou que ambos os termos se referem a divisdo cujo divisor € uma fragao.
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A divisao de fra¢des, abordada no terceiro capitulo € a questéo utilizada nesta
dissertacdo. Em sua pesquisa, Ma utilizou dados de 23 professores dos Estados
Unidos e de outros 72 professores chineses. Ela compara o desempenho desses
dois grupos de professores, mas este ndo é o ponto principal do trabalho, ela analisa
0 que os difere, desde o tempo de escolarizacao formal, possibilidades de formacéao
continuada, como ocorre essa formagao docente e o que se apresenta como
relevante, para cada grupo, para ensinar esses topicos. Esta analise da origem ao
conceito de Compreensao Profunda da Matematica Fundamental (CPMF),que da
nome a esta dissertacdo e que sera abordado em breve. Antes, iremos discutir um

pouco mais sobre o terceiro capitulo do trabalho de Ma.

1.3.1. Criar representacoes: divisdo por fracdes

O cenério desse capitulo (3, da tese de Ma)solicitava o calculo de uma divisdo
~ 1 . ~ . ~
por fracdes, 1 %+§ e a criacdo de uma situacao problema que possa ser representada

por esta operacao.

Imagine que esté a ensinar a divisdo por fragées. Para que isto tenha algum
significado para as criangas, muitos professores tentam arranjar situacées
da vida real ou histdrias-problema para mostrar a aplicacdo de um contetido
. . s s 3.1
particular. Qual seria uma boa histéria ou um bom modelo para 1Z+5? (MA,

2009, p. 113).

Este cenario é um topico avancado da aritmética eMa (2009, p. 113-114)

considera que:

A divisdo € a mais complicada das quatro operagbes. Os numeros
fracionarios sdo muitas vezes considerados os niumeros mais complexos da
matematica do ensino basico. A divisdo por fragbes, a operacdo mais
complicada, com os nameros mais complexos, pode ser considerada um
tépico cimeiro da aritmética.

Com o grupo de professores americanos, dentre os 23, 21 tentaram calcular

1%—1

4 2

corretamente. Dois ndo reduziram e nem transformaram o resultado em ndmero

sendo que nove conseguiram efetuar os procedimentos de calculo

misto,quatro ndo foram claros ou ndo demostraram seguranca nos célculos.Todos
os professores que utilizaram o algoritmo para os calculos, converteram o numero
misto em fracdo imprépria e multiplicaram invertendo o divisor.

Os professores chineses ndo apenas calcularam corretamente, mas
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apresentaram outras maneiras de realizar o calculo, dando sentido ao algoritmo, no
lugar do termo “inverter e multiplicar”, eles utilizavam “dividir por um numero é
equivalente a multiplicar pelo seu reciproco”. Sobre esta regra, um dos professores
ressaltou que ela € valida desde que o divisor ndo seja zero e que ela também se
aplica a divisdo por numeros inteiros, porém é ensinada apenas ao abordar a divisdo
por fracdes, porque o reciproco de qualquer namero inteiro sera uma fragcdo com
numerador um. O curriculo matematico chinés destaca as relacbes entre uma
operacdo e sua inversa. “A maioria dos professores ndo mencionou a propriedade
para se lembrar do procedimento de calculo, mas sim para justificar os seus
calculos” (MA, 2009, p. 118).

Outro professor explicou que provavelmente este algoritmo da divisdo por
fracOes foi aceito como habitual porque além da multiplicacdo ser menos complicada
que a divisdo, elimina o problema dos restos quando um nimero nao for divisivel por
outro. Assim, além de conhecer varios métodos de resolucdo, os alunos também
devem conseguir avaliar qual se aplica melhor a cada caso.

Dos 23 professores americanos, 6 nao elaboraram um modelo, 16
representacfes possuiam concepcdes erradas e um professor desenvolveu uma
histéria com conceito correto, mas complicada a nivel pedagdgico.

Dez professores confundiram a divisdo por Y2 com a divisdo por 2, as
representacdes falavam em “dividir igualmente por dois” ou “dividir em metades”
usando objetos circulares. Como no exemplo exposto por Ma (2009, p. 126-127) em
sua pesquisa:

Podemos usar uma torta, uma torta inteira, e depois trés quartos de outra
torta e termos duas pessoas, temos de ter a certeza de que isso é dividido
igualmente, para que cada pessoa obtenha uma parte igual a outra. (Sr.2
Fiona).

Ao propor a divisdo de algo igualmente para duas pessoas estamos falando
da divisdo por 2, se fossem 6 tortas para dividir, teriamos: 6 tortas +~ 2 pessoas = 3
tortas/pessoa, estes professores ndo perceberam essa mudanca de operacgao.

Seis professores confundiram a divisdo por ¥ com a multiplicagdo por %2. O
professor Barry utilizou a expressao “tirar metade do total”, que esta relacionada com
a multiplicagéo.

Provavelmente o mais facil seria falar de tortas com este niUmero pequeno.
Usar a torta habitual para fracbes. Podiamos ter uma torta inteira e trés
guartos de outra como se alguém tivesse tirado um pedaco. Depois
dividiamos tudo em quartos e teriamos de tirar uma metade do total. (Prof.
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Barry) (MA, 2009, p. 127).

Para determinar uma parte do total utilizamos a multiplicacdo de fragbes, se

tivéssemos 2 quilos de acUcar e quiséssemos tirar uma metade dessa quantidade,
. 1 . , . ~ C e
fariamos 2.0=1 quilo de agucar. Ainda, segundo Ma, essa confusao entre a diviséo

por ¥ com a multiplicacdo por % demonstrava também uma dificuldade com o
conceito da multiplicagéo por fragdes.

Ainda duas professoras confundiram os trés conceitos:

Dividir um e trés quartos em metades. Ok, vejamos... Teriamos este todo, e
aqui teriamos os trés quartos. E depois queremos apenas a metade do todo.
(Prof.2 Bernadette).

Temos um e trés quartos de litros de um liquido num jarro, e queremos
dividi-lo ao meio de uma maneira visivel, para cada um ficar com metade do
liguido para beber, (Prof.2 Beatrice). (MA, 2009, p. 128).

Ao empregar “dividir um e trés quartos ao meio” e “dividi-lo ao meio” estavam
se referindo a divisdao por 2 e os termos “apenas metade do todo” e “ficar com
metade” relacionam-se com a multiplicacdo por %2, dessa forma, aparentemente 0s
conceitos da divisdo por %, multiplicacdo por % e divisao por 2 nao eram
diferenciaveis.

Dois professores americanos ndo apresentaram nenhuma historia, eles nao
conseguiam conceber uma representacéo para a divisdo por uma metade.

Uma professora criou uma histéria conceitualmente correta, representando
uma divisdo, “Dividir o numero A pelo numero B é achar quantos Bs estdo contidos
em A” (MA, 2009, p. 130), porém a sua solugao resultava em um numero fracionario

de criancas, portanto € uma representacao problematica para a sala de aula.

Vejamos algo como 2 tabletes de chocolate e um quarto. E eu quero dar a
cada crianca metade de um tablete. Quantas criancas podem obter ou irdo
obter um pedago de chocolate? Claro que ficou metade de uma crianga no
fim, mas... ok, & esse o problema de usar criangas aqui, porque depois
temos quatro criancas e meia. Sabemos que ser8o quatro criancas e uma
crianca ira receber apenas metade da quantidade dos outros. Penso que
eles conseguiam descobrir isso. (MA, 2009, p. 129).

Ela utilizou dois inteiros e um quarto, quando o problema tratava de 1 inteiro e
trés quartos, mas isso néo interfere na compreensao da diviséo por fragdes.

Célculos corretos ou incompletos foram apresentados por 9 professores,
dentre os 16 que criaram uma histéria conceitualmente incorreta, mesmo tendo

discutido entre eles os resultados de suas histdrias, quatro professores ndo notaram
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as divergéncias, cinco notaram, mesmo assim nao conseguiram chegar a uma
representacdo correta. Esses professores demonstravam um conhecimento
superficial e insuficiente sobre os procedimentos de calculo, ndo compreendiam
porque o algoritmo funcionava, o que ndo permitia que criassem uma representacao
a partir desse resultado, possuiam uma base conceitual muito fraca.

Pelo menos 4 professores demonstraram ter dificuldades em operar com
nameros mistos, sem compreender como e porque se dava a conversdo de niamero
misto em fracdo impropria. Este era outro contributo para a criacdo de uma

abordagem a divisdo por %-.

1.3.2. A operacdo mais complexa, com 0s numeros mais complexos: Divisdo por

fracbes

Ao questionar se o conhecimento pedagdgico poderia ser capaz de superar o
desconhecimento do conceitoMa, (2009, p. 135) afirma que “Para criar uma
representacdo, devemos primeiro saber o que representar”’. Ela ndo encontrou
evidéncias de que o conhecimento pedagdgico fosse limitado ou insuficiente. Os
objetos usados nas historias (pizzas, tortas, dinheiro, frutas e receitas) sédo
representativos para os conceitos relacionados as fracdes, entretanto a auséncia do
significado da divisdo por fracdes os impediu de criar representacdes adequadas
para o modelo solicitado.

Entdo quais seriam os conhecimentos necessarios para representar a divisdo
por fracdo? O que um professor que ensina matematica precisa saber sobre a
divisdao por fragbes? Lembra quando falamos sobre os modelos de divisao?
Destacam-se a seguir os modelos da diviséo por fragoes.

Entre os professores chineses, 90% criaram pelo menos uma representacao
correta, ou seja, 65 professores criaram mais de 80 histérias adequadas a divisao

por fragbes. Seis professores afirmaram nao serem capazes de elaborar uma
. ~ . 1 3
situacdo e um forneceu um problema incorreto, representando ST
Trés modelos de divisdo foram utilizados pelos professores chineses:

. 1 % metros +% metro =g (modelo de agrupamento)

. 12 metros + g = g metros (modelo de reparticao)
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. 1% metros quadrados +% metro =§metros(modelo de produto e

fatores)

Que correspondem a:

1 . 3
. Quantos - metros existem em algo que tem 1 metros de

comprimento?

. Se metade de um comprimento mede 1; metros, quanto mede o
todo?
. Se um lado de um retangulo de 1; metros quadrados mede % metro,

qual é o comprimento do outro lado? (MA, 2009 p. 138, grifo nosso).

O modelo de agrupamento da divisédo foi empregado em dezesseis historias

criadas pelos professores chineses. Oito delas baseavam-se em “encontrar quantos

1 . 3, . .
o existem em 1; , era 0 caso da professora americana que conseguiu elaborar a

Y

histéria com problemas a nivel pedagogico. Por exemplo, Ma (2009, p. 139)

apresenta “Cortamos uma maca em quatro partes iguais. Pegamos em trés partes e

. ~ - . 1 ~ ~ ~

juntamo-las a uma macgéa inteira. Se Smaca for uma porcdo, quantas porcdes
3 ~ ”

podemos obter com 12 macas? (Sr.2 1)".

“ 3 H 1’1
Encontrar quantas vezes 11 e relativamente a > estava presente nas outras
oito histérias com o modelo de agrupamento, como em: “Estava planejado construir
A 3 1 A
uma ponte em 1 més e -. Mas de fato demorou apenas > Més. Quantas vezes o

tempo que estava planejado é relativamente ao tempo que realmente levou? (Prof.
K).” (MA, 2009, p. 139).

O agrupamento no conjunto dos numeros inteiros consiste em determinar, por
exemplo, quantas vezes o nimero 3 esta contido em 12, ou encontrar quantas vezes
0 numero 12 é relativamente ao numero 3. Ao dividir 12 por 3, obtemos 4, logo 12 é
4 vezes o0 numero 3. Quando tratamos de fragdes, principalmente quando o
dividendo € menor que o divisor, o quociente sera uma fragcado imprépria, e o objetivo
sera “determinar qual fragdo um numero é de outro” ou “encontrar que parte

fracionaria de um numero € igual a outro”.
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Sessenta e duas situagbes correspondiam ao modelo de reparticdo da

e~ “ ’ 1 . 3y “ =
divisdo, “encontrar um numero tal que > dele seja 1Z . Exemplo: “A m&e comprou
. < , 1 , . ~
uma caixa de doces. Ela deu a avo > do conteddo da caixa, e essa por¢cao pesava

1 Zkg. Quanto pesava originalmente a caixa?” (MA, 2009, p. 142).

Com os numeros inteiros, na verdade com os naturais, 0s alunos aprenderam
o modelo de reparticdo da divisdo, que anseia encontrar o valor de uma unidade
quando é conhecido o valor de varias unidades. Por exemplo, temos 36 pessoas em
uma gincana para um jogo, foram agrupados em 4 grupos de mesmo tamanho,
guantas pessoas teremos em cada grupo? Nesse caso temos a quantidade dos
varios grupos, 36 pessoas, também temos o numero de grupos 4, e queremos
encontrar o tamanho de cada grupo.

Na divisdo por fragbes o todo passa a ser uma incognita, ndo temos o valor de
varias unidades, e sim o valor de uma parte de uma unidade.

Por exemplo, % de uma corda de saltar mede 1% metros, qual é o
comprimento da corda? Sabemos que uma parte da corda mede 1% metros
e sabemos também que essa parte é % da corda. Dividimos o nimero da
parte, 1% metros, pela fracdo da corda correspondente do todo, % e obtemos
0 ndmero que representa o todo 3% metros. (MA, 2009, p. 141).

Logo, a versao fracionaria do modelo de reparticdo pretende encontrar um
namero quando uma parte dele é conhecida. Conceitualmente, as duas abordagens
sdo idénticas, a diferenca € a caracteristica da quantidade: com numeros inteiros
conhecemos um multiplo da unidade, ja com os numeros fracionarios conhecemos
uma fracdo da unidade. Nos modelos de agrupamento e no de produto e fatores nao
ocorre essa mudanca de significado.

O modelo de produto e fatores que se baseia em “encontrar um fator quando
o produto e o outro fator sdo conhecidos apareceu em trés historias. Por exemplo:

“Sabemos que a area de um retangulo € o produto do comprimento pela largura.

. , P 3
Digamos que a area de um quadro retangular é 17 metros guadrados e a sua largura

é ; metro; qual € o seu comprimento? (Sr. A)” (MA, 2009, p. 143).

Objetos circulares e retangulares foram muito utilizados pelos professores
americanos, demonstravam propensdo em trabalhar com unidades inteiras e reais

(como objetos do cotidiano). Os professores chineses usavam esses recursos para
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Significado da divisao
por fragbes

Significado da
multiplicacido com ~-

Significado da diviséo / fragies

cCOo® numeros inteiros . o Conceito de unidade
S

4

Significado da
—— multiplicacdo com
numeros inteiros

Conceito de operacgbes '

HVEersas Conceitn de fracdo

Significado da adicao

abordar o conceito de fracdo, mas para as operacdes a inclinacdo se dava para
representacdes abstratas, continuas, como unidades de medidas de comprimento e
tempo.

Durante as entrevistas com o0s professores chineses eles apontaram
conceitos importantes que consideravam como uma base de conhecimento para o
entendimento do significado da divisdo por facdes, representados na Figura 1, sdo
eles: Conceito de unidade, Conceito de fracao, Significado da adi¢do, Significado da
multiplicacdo com numeros inteiros, Conceito de operacdes inversas, Significado da

divisdo com nameros inteiros e o Significado da multiplicacdo com fracdes.

Figura 1 — Base de conhecimentos para o entendimento do significado da diviséo por fraces
Fonte: Ma (2009, p. 145).

“‘Nesta perspectiva, aprender € um processo continuo durante o qual o novo
conhecimento é apoiado pelo conhecimento anterior e este € reforcado e
aprofundado pelo novo conhecimento” (MA, 2009, p. 145-146). Assim para construir
adequadamente o significado da divisao por fragbes esses conceitos sdo essenciais,
ao mesmo tempo em que o seu desenvolvimento aprofunda e consolida esses

outros conceitos. Para a compreensao da divisdo por fracdes, se torna essencial o
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significado da multiplicagdo com fragdes, que além de constituir a base, atua ainda

como um “nd” interligando diversos conceitos importantes.

1.3.3. Um caso especial:

A maior parte dos professores chineses utilizou o modelo de reparticdo em
detrimento do modelo de agrupamento, apareceram em mais de trinta cenarios
distintos nas suas histérias e apenas trés deles utilizaram objetos circulares,
deixando claro que seu conhecimento acerca da divisdo por fracbes era bem
estruturado e lhes permitia criar diversas representacbes, com énfase a uma
professora criou trés histdrias utilizando um mesmo cenario:

A operacao 1Z+% pode ser representada a partir de diferentes
perspectivas. Por exemplo, podemos dizer: aqui esta 1% kg de acucar e

, 1
queremos embala-lo em pacotes de > kg cada. Quantos pacotes teremos?
Podemos também dizer que temos dois pacotes de agulcar, um com acgucar
p S 3 p
branco e outro com agucar amarelo. O acUcar branco pesa 11 kg e o agucar

amarelos % kg. Quantas vezes é o peso de aclcar branco maior que o do
acucar amarelo? Mais ainda, podemos dizer que na mesa est4 uma porcao
de acgucar que pesa 1; kg; é % de todo o aguUcar que existe em casa, por iSso
guanto acUcar temos no0s em casa? Todas as trés histérias sdo sobre
aclcar, e todas representam 1;+§ . Mas os modelos numéricos que

ilustram s&o distintos. Colocaria as trés histérias no quadro e convidaria os
alunos a comparar os diferentes significados que elas representam. Apos a
discussdo pedir-lhes-ia que tentassem inventar as suas préprias histérias-
problema para representar os diferentes modelos da divisdo por fragdes.
(Sr.2D.) (MA, 2009, p. 150).

Esta professora além de criar representacdes baseadas em modelos
diferentes, sugere a comparacéo dos significados de cada uma. Essa uniformidade
da operacéo e do cenéario facilita a compreensdo de cada modelo envolvido. Ela
ainda prop0s algo que, ao menos no Brasil, ndo & comum, sugerir aos alunos que
criem suas proéprias historias-problema.

Dessa forma, Liping Ma evidencia que para elaborar uma representagao
conceitualmente correta sobre um topico, além do conhecimento pedagogico e do
contexto em que o aluno esta inserido, € imprescindivel que o professor possua um

extenso e profundo conhecimento sobre o tema.

1.3.4. CPMF: Compreensao Profunda da Matemética Fundamental
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Liping Ma ao comparar os conhecimentos de professores dos Estados Unidos
e da China em quatro tdpicos (subtragdo com reagrupamento, multiplicagdo com
varios algarismos, divisdo por fracdes, relacdo entre perimetro e area), nota que o
conhecimento do primeiro grupo é procedimental, fragmentado, enquanto o segundo
possuia uma compreensao conceitual sobre todos; essa discrepancia se tornou
ainda mais evidente com a divisao por fragdes.

Os professores chineses demonstraram ser essencial além de saber como,
saber o porqué, entender porque aquela sequéncia de procedimentos funciona.
Outro ponto que se destacou foi a linguagem usada, ao citar “dividir por um numero
€ equivalente a multiplicar pelo seu reciproco” eles abrem espago para um
conhecimento matematico mais conceitual. E uma "regra geral” que pode ser
aplicada aos numeros naturais ou inteiros,e que os alunos também ja conhecem.
Isto permite uma exploragdo muito mais ampla do que o algoritmo “repete a primeira
fracdo e multiplica pelo inverso da segunda” apontado pelos americanos, que
também é comumente difundido aqui no Brasil. Dessa forma, além de se preocupar
com a compreensdo conceitual, os chineses se preocupavam em exemplificar
formas ndo usais para resolucéo, desenvolvendo outras estratégias de célculo que
permitiiam ao docente analisar cada caso e definir qual estratégia seria mais
eficiente. Além de uma explicacdo verbal, apresentavam também uma simbdlica, em
geral mais rigorosa.

“Ser capaz de calcular de varias formas significa que transcendemos a
formalidade de um algoritmo e alcancamos a esséncia das operagdes numéricas”
(MA, 2009, p. 196). Neste caso os professores chineses demonstraram o algoritmo
habitual de quatro maneiras distintas e indicaram trés métodos de calculo
alternativos. Isso demonstra uma habilidade em estabelecer relagbes entre topicos,
0 que faz muito sentido visto que a matematica ndo se constitui de regras e
procedimentos isolados, mas de uma rede, um emaranhado de conhecimentos
interligados e associados. As quatro operacfes basicas ndo sdo conhecimentos
isolados, para consolidar sua aprendizagem é importante estabelecer relagbes entre
elas, fazem parte da matematica elementar, vao se relacionar também com todos os
topicos elementares e servirdo de base para a constru¢cdo de conhecimentos mais
avancados e aprofundados.

Essa matematica elementar é fundamental, basica, compreende os principios,

grande parte dos conhecimentos mais basicos que serdo utilizados no
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desenvolvimento de todos os ramos e campos da Matematica.Exatamente por isso,
é tdo importante que estes tépicos sejam desenvolvidos completamente no ensino
basico, pois sera sobre elesque a aprendizagem matematica futura se consolidara.
Assim, um novo tema ao mesmo tempo em que depende de uma base de
conhecimentos pode ser usado para aprofundar essa mesma base pré-existente,
mostrando que todos os conhecimentos estéo interligados, conectados.

No Brasil muitas vezes criamos uma barreira para essa matematica
fundamental, com o que Cunha (2017) classifica como imprecisdes matematicas que
permeiam a Educacédo Basica, as verdades incompletaspor exemplo, quando se diz
que ndo é possivel calcular 10 — 14, principalmente nos anos iniciais.De fato, quando
tratamos do conjunto dos numeros Naturais, isso ndo é possivel, mas seria possivel
afirmar que nado podemos fazer isso porque “vai faltar”, ou que ainda n&o
trabalharemos com essas situacdes, porque ao conhecer o conjunto dos nameros
Inteiros essa “regra” deixa de ser verdadeira, e acaba se tornando um obstaculo a
aprendizagem. Outra imprecisdo citada por Cunha sdo amalgamas entre defini¢des:
guando temos definicbes que parecem sinbnimas, mas que sao casos particulares,
na Lingua Portuguesa temos varias palavras que se encaixam nessa situa¢cdo como
por exemplo SEDE. Na frase:Estou com sede, e em A sede da empresa fica no
centro, apesar de ambas terem a mesma grafia, entendemos claramente que se
trata de coisas diferentes; na primeira se refere a vontade de beber algo, a segunda

em geral a um prédio, a matriz da empresa.Com o sinal “=” ocorre 0 mesmo,
. . ~ . 1 2
inclusive quando tratamos das fracdes equivalentes, escrevemos 3= 7 € costuma-

se ler que um terco €é igual a dois sextos, quando na verdade um terco é equivalente
a dois sextos.

Outro ponto relevante sobre o comportamento dos professores chineses é a
predisposicdo em deixar o aluno pensar e explorar sozinho, solicitar que ele
proponha problemas, o que ndo apareceu nos professores americanos e, tambéem
nao é muito comum no Brasil.

Indo além do conhecimento conceitual sobre a matematica apresentado pelos
professores, destaca-se a importancia das suas atitudes também. Ma (2009, p. 209)

afirma que:

Atitudes basicas em relacdo a matematica mencionadas pelos professores
durante as entrevistas, tais como “justificar uma assergcdo com um

argumento matematico”, “saber como, assim como saber porqué”, “manter
consisténcia de uma ideia em varios contextos”, e “abordar um tépico de
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multiplas formas” pertencem a todos os topicos da matematica elementar.

Atribuir a matematica uma perspectiva de exploracdo, de busca, de
conhecimento embasado e construido, com sentido além da mera repeticdo de
algum procedimento demonstra um conhecimento mais profundo do professor, mas
também tem o potencial de aproximar o aluno da matemética, de convida-lo para
este jardim.

Esse conhecimento profundo, abrangente e amplo da matemaética faz parte da
Compreensdo Profunda da Matematica Fundamental, que também pode ser vista

como.

a tomada de consciéncia da estrutura conceitual e das atitudes béasicas em
relacdo a matematica elementar e a capacidade de providenciar uma base
para essa estrutura conceitual e incentivar atitudes bésicas nos alunos. Um
entendimento profundo da matematica tem alcance, profundidade e
abrangéncia: alcance de entendimento é a capacidade de relacionar um
tépico com tépicos de poder conceitual similar ou menor, profundidade de
entendimento é a capacidade de relacionar um tépico com aqueles de maior
poder conceitual, abrangéncia é a capacidade de relacionar com todos os
tépicos (MA, 2009, p. 215).

Assim o professor com CPMF ao abordar uma situacao/problema propicia
diversas abordagens, cria conexdes entre outros conceitos, retorna e ao mesmo
tempo amplia conceitos basicos, compreende o curriculo além dos tépicos, mas
também sua estrutura, promove atitudes basicas (de exploracdo da mateméatica) em
seus alunos e tem consciéncia disso. Este professor esta ciente de que seu papel
vai muito além de “ensinar um algoritmo”, vai além da Matemética, mas também
inclui um conhecimento curricular amplo e a responsabilidade de estimular uma

postura de pesquisador nos seus alunos.

1.3.5. O caminho em busca da CPMF

Almejando identificar como e quando a CPMF é desenvolvida, Ma da
seguimento a sua pesquisa entrevistando um grupo de professores recém-formados,
um grupo de alunos que concluiram o0 nono ano e ingressariam na formacgéo
docente, e trés professores que ela identificou como detentores de uma CPMF,
todos chineses. Cabe destacar que essa formacéo de professores na China seria 0
equivalente, no Brasil, aos alunos que ao concluirem o Ensino Fundamental Il

ingressam no curso Normal.
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Os dois grupos de futuros professores obtiveram éxito em seus calculos,
demonstrando um conhecimento procedimental. Mais de 80% dos recém-formados
elaboraram uma situacdo problema conceitualmente correta para representar a
divisdo por fracbes, e menos da metade dos que ingressariam na formacao
obtiveram hesito. O primeiro grupo utilizou o modelo de agrupamento em quase
todas as situacdes, no segundo grupo metade utilizou agrupamento e a outra
metade o modelo de reparticdo (MA, 2009).

Os recém-formados apresentavam um conhecimento conceitualmente correto,
sem conceitos equivocados, preocupacdo em ensinar e aprender, mas suas
explicagbes eram curtas, ndo se aprofundavam nos temas e nao estabeleciam
relacBes entre conceitos ou muitas alternativas diante de algum bloqueio. Os dois
grupos de futuros professores chineses demonstraram maior entendimento
conceitual sobre a divisdo por fracdes do que os professores estadunidenses, além
de ndo externaram aspectos de CPMF (MA, 2009).

A CPMF como conhecimento do professor “nem sempre possui fronteiras
claras”, dos professores chineses entrevistados por Ma (2009), um décimo né&o
apresentava nenhum aspecto, um décimo foi identificado como possuindo, e todo o
restante estava numa “zona cinzenta” entre os extremos. Aparentemente a CPMF
encontrada nesses poucos professores e que ja possuiam varios anos de

experiéncia em todos os anos de ensino foi adquirida apés a sua formacao inicial.

Entrevistei trés professores com CPMF, perguntando-lhes como tinham
adquirido o seu conhecimento matematico. Os professores mencionaram
varios fatores: aprender com os colegas, aprender matematica com os
alunos, aprender matematica resolvendo problemas, ensinar, ensinar a
todos os ciclos de uma ponta a outra e estudar materiais de ensino de forma
exaustiva (MA, 2009, p. 244).

Os professores entrevistados salientaram a importancia de uma pesquisa
cuidadosa e critica dos materiais de ensino: o Quadro de Referéncia do Ensino e
Aprendizagem (pela descricdo da autora, este Quadro se assemelharia ao que
temos no Brasil como a BNCC), manuais do professor e manuais escolares. O
Quadro de Referéncia é estudado antes do inicio de um semestre, utilizado para
estabelecer as metas para auxiliar os alunos a alcancarem o que é estipulado, ndo &
negociado, mas sim seguido pelos professores. Os manuais escolares e do
professor sao elaborados por professores experientes e especializados em curriculo,

com reconhecimento nacional, e os docentes estudam desde a sua organizagao, a
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forma como os contetdos sdo apresentados, o porqué, e analisam as sugestdes de
ensino que sao propostas, visto que o material deve servir como um apoio, suporte e
ndo como um limitador. A preocupacdo consiste em como ensinar da melhor
maneira possivel para que se disponha de menos tempo, mas que todos os alunos
da turma sejam atendidos. Um dos professores relatou gastar trés ou quatro vezes
mais tempo para se preparar para a aula. Essa preparacdo € o que permite ao
professor criar conexfes ou bases solidas de aprendizagem, compreender quais
aprendizagens futuras utilizardo o que se ensina hoje.

O estudo dos materiais € realizado de maneira individual e coletiva. E
reconhecido que um professor com mais anos de atuacao terd mais experiéncias,
mas também pode restringir seu pensamento, enquanto 0S menos experientes
costumam ser mais criativos, explorando mais, e dessa forma, um sempre podera se
beneficiar da interacdo com o outro.

Os professores chineses também fazem matematica, resolvem problemas
para compreendé-los e pensar em diferentes maneiras de soluciona-los e ensina-los.
O desenvolvimento de uma boa compreensdo matematica, por sua vez, também
possibilita que o docente aprenda com o aluno, ao abracar uma nova ideia e explora-
la em sala de aula.

Ma (2009, p. 242-243) destaca que“os professores chineses desenvolvem e
aprofundam o seu conhecimento de matematica elementar, preparando-se para as
aulas, ensinando matematica e refletindo sobre o processo.”, sua competéncia
matematica € construida ao longo da escolarizagdo, antes da formacdo de
professores, na qual cria-se um vinculo entre essa competéncia e a preocupacao
sobre como ensinar e aprender. Assim, se ndo desenvolver esses conhecimentos
durante a sua formacao inicial, dificiimente conseguira posteriormente.

Porque o professor consegue desenvolver uma CPMF na China e nos EUA
nao? O unico fator ndo € a formacao escolar ou formacdo docente, os chineses
também ndo a possuem nessas fases. Quais fatores estariam relacionados a essas
discrepancias? Nos EUA é comum que a mateméatica elementar seja vista como
“basica, superficial e de facil compreensao”, portanto ndo demandaria um estudo tao
profundo e conceitual. A formagédo de professores foca muito em “como ensinar”,
mas de uma maneira dissociada dos conteudos e da matematica, quando o
conhecimento do professor e a aprendizagem do aluno deveriam ser tratados como

processos interdependentes, relacionados e desenvolvidos simultaneamente. O
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Curriculo “vem de fora” € imposto a partir de politicas publicas, ndo é analisado,
criticado ou compreendido, assim como 0S manuais escolares que trazem poucas
informacdes Uteis ao professor, supostamente porque ndo se espera que seja lido.
Alia-se a visao, bastante comum, de que a faculdade € o processo final de formacéo
docente, assim, a crenga de que o professor ndo precisa estudar mais a sua matéria
é estabelecida. Ha ainda outro fator de extrema relevancia: os professores
estadunidenses possuem menos tempo fora da sala de aula e nesse escasso tempo
precisam fazer muito mais, precisam decidir o qué, como e quando ensinar, e ainda
se aprofundar nesses temas, visto que, em geral, 0s manuais e curriculos acabam
sendo desprezados, tornando a tarefa de se preparar para a aula inviavel (MA,
2009).

Vemos todas essas caracteristicas aqui no Brasil, a matematica elementar é
tida como “menos importante”, a formagdo docente falha em relacionar o
conhecimento do professor e a aprendizagem do aluno, 0s nossos materiais
didaticos (livros aprovados pelo PNLD) em geral ndo sdo valorizados, a BNCC é
‘polémica” e pouco aceita, o tempo do professor fora da sala de aula é
extremamente escasso, e também, contamos a crenca de que o professor nao
precisa mais estudar ap6és a faculdade.

Surge 0 questionamento sobre como combater esse problema. Temos um
ensino fragmentado, professores com conhecimentos fragmentados e um curriculo
fragmentado que acabam se tornando um ciclo vicioso, ndo importa qual deles é a
causa ou a consequéncia.Comoromper com esse ciclo de fragmentagéao?

A formacéo docente certamente faz parte dessa solucao, principalmente por
abranger menos instituicdes escolares se comparadas com a Educacédo Basica, mas
ndo acredito que a solucdo seja simplesmente inserir mais contetdo ou disciplinas
no curriculo. Ma (2009, p. 253) sugere que: “O que deveriamos fazer era reconstruir
uma matematica escolar substancial com um entendimento mais amplo da relacao
entre matematica fundamental e novos ramos avangados da disciplina”. Esse olhar
para a Matematica como um corpo de conhecimentos interligados e
interdependentes é 0 que seria capaz de elevar o nivel da educacdo matematica,
sem priorizar um conhecimento em detrimento do outro, mas entendendo que todos
estdo conectados.

Falar sobre seguir o curriculo, utilizar manuais escolares ou livros didaticos é

um pouco complicado, muitas vezes é tido como sinbnimo de cercear a autonomia
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docente, mas um curriculo adequado e materiais de apoio que tragam informacdes e
conhecimentos Uteis ao docente ndo precisa limitar o seu trabalho, pelo contrario,
pode amplid-lo fornecendo outras visdes, concepc¢des e maneiras de ensino,
permitindo ainda que o professor faca adaptacfes, seu uso nao precisa ser
exclusivo. Como Ma encontrou no grupo de professores chineses que seguiam o
curriculo estabelecido e utilizavam os materiais de apoio, mas ndo de modo
exclusivo e apontavam explicacbes que também ndo estavam presentes neles,
incluindo solucBes que aprenderam com 0s seus alunos.

Ma (2009, p. 257) ressalta que embora a sala de aula do professor chinés
com CPMF possa parecer “tradicional”’, “E baseada no manual escolar, mas nao
confinada aos manuais escolares. O professor é o lider, mas as ideias e iniciativas
dos alunos sao altamente encorajadas e valorizadas”, uma abordagem conceitual
também € muito explorada. Em alguns aspectos essa sala de aula se aproxima do
“‘Ensino tradicional” em outros de uma sala de aula que busca construir um
conhecimento conceitual e critico. A verdade € que uma nova tendéncia escolar nao
precisa excluir a outra, elas se apoiam, utilizam-se de algumas caracteristicas e
substituem outras, mas ndo sdo antagonicas. Se o conhecimento docente estiver
limitado a procedimentos de célculos ndo importa se os alunos irdo se sentar em
grupos, utilizar materiais manipulaveis ou qualquer outra estratégia, ele ndo sera
capaz de promover uma investigacdo matematica apropriada. O Ensino Tradicional
nao é o vilao!

No Ensino tradicional tem-se o professor como figura centralizadora, detentor
de conhecimentos e responsavel por repassa-los, o aluno como expectador, um
ensino baseado em procedimentos, algoritmos e na reproducdo sisteméatica de
exercicios. Obviamente muitas criticas sdo validas e pertinentes, mas a partir da
concepcao simplista de que o Ensino Tradicional ndo é bom, parece que toda e
qualquer caracteristica relacionada a ele deve ser eliminada da escola. Entdo o
centro tem que ser o aluno, a aula ndo pode ser expositiva, as carteiras nao podem
ser enfileiradas, listas de exercicios ndo podem ser utilizadas. Nao se trata de
defender ou crucificar qualquer metodologia de ensino, mas de se apropriar das
caracteristicas que mais se adequam as necessidades de um determinado contexto
escolar.

A grande questdo ndo é o Ensino Tradicional, e sim uma abordagem

tecnicista que coloca em pratica a Matematica pela Matematica, sob uma otica
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reducionista: neutra, livre de interesses sociais, politicos e econémicos. Fiorentini
(1995, p. 17) destaca que:

Segundo essa tendéncia pedagdgica (tecnicista), a aprendizagem da
Matematica consiste, basicamente, no desenvolvimento de habilidades e
atitudes, na fixagdo de conceitos ou principios. Isso pode ser reforcado
através de jogos e outras atividades estimulantes que facilitam a
memorizacdo dos fatos e o exercicio operante para desenvolver habilidades
e atitudes.

Essa pedagogia tecnicista se fortaleceu no Brasil apés o fim do regime militar
em 1964, até o final da década de 1970 para atender as demandas de formacao do
capitalismo. O enfoque sdo os conteddos, 0s recursos, as regras e macetes, nao
aluno e/ou professor. Formar cidadaos criticos, criativos e que saibam se posicionar
historicamente no mundo ndo fazia parte dos seus objetivos, a escola deveria

“preparar recursos humanos “competentes” para este sistema” (FIORENTINI, p. 17).

Nesse sentido, ndo temos expectativa de que a proposta de um curriculo
comum como a BNCC va impactar a prética docente e resolver os
problemas do ensino e da aprendizagem da Matemética que,
provavelmente, retomard& uma abordagem tecnicista (PASSOS;
NACARATO, 2018, p. 132).

No Brasil parece que ainda permanecemos presos a esta tendéncia tecnicista
seja pela néo continuidade das politicas publicas independente de seu desempenho,
produzidas fora da escola (sem a participacdo dos professores). Ou por um
esquema de avaliacbes de larga escala que acaba por incentivar um ensino
direcionado a preparacdo para avaliacdo e limita a autonomia docente. O tempo e
esforco despendidos no ensino de técnicas, algoritmos e procedimentos que apenas
visam a resolucdo de problemas especificos, ndo garantem um bom resultado. O
ensino focado na construcdo de conhecimento através de reflexdes e investigacdes
deveria, por consequéncia, resultar em um bom desempenho em avaliagdes.

Nas salas de aula dos professores chineses, entrevistados, mesmo tendo o
professor como lider, alunos enfileirados, aulas expositivas e baseadas nos manuais
escolares, ha uma aprendizagem conceitual, os discentes demonstram interesse,
estdo sendo estimulados a exporem suas ideias e participarem do seu proprio
processo de aprendizagem.A preocupacdo ndo é a realizacdo/aprovacdo em

avaliages, o foco é a aprendizagem.

1.4. Calculo dadiviséo por fracdes
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Diante das dificuldades conceituais relacionadas a divisdo por fracdes, muitas
vezes, 0 seu ensino acaba se restringindo ao uso do classico algoritmo “repete a
primeira fragcdo e multiplica pelo inverso da segunda”, at¢ mesmo alguns livros
didaticos apresentam dessa maneira. E parece que essa € a Unica forma de realizar
o calculo. A Figura 2 é um trecho do livro didatico destinado ao sétimo ano do Ensino
Fundamental aprovado peloPNLD 2019, da colecdo A Conquista da Matemética.

Figura 2: Divisdo de fracdes

Em uma meta-andlise, Moriel Janior, Wielewski e Carillo (2019, p. 996),
identificaram seis algoritmos principais utilizados em diversas pesquisas
relacionadas ao ensino de fracdes. A Tabela 1 apresenta esses algoritmos, sendo
“1. inversdo da multiplicagdo que chamaremos de inverter e multiplicar; 2. redugao
das frag6es a um denominador comum e divisdo dos numeradores que chamaremos
de igualar denominadores; 3. conversdo das fracbes em decimais, cuja diferenca
para o anterior € que o denominador comum é uma poténcia de 10; 4. produtos

cruzados; 5. uso da unidade fracionada e 6 “dividir numeradores e denominadores

Fonte: A Conquista da Matematica de GIOVANNI Jr.; CASTRUCCI (2018, p. 113).

entre si”. Apontam ainda que o primeiro, em que se realiza a divisdo como

tem o mesmo resultado que a multiplicacdo de —§—

6
pelo inverso de l que é —
6 1
2 1 1
% s 4
% B 2 1 _2 6
> £ 4 3°6 3 1
£ .2 _ 5 4 | h
3 1 1 ]

nverso

Para dividir uma fracao por outra fracdo, diferente de zero, multiplicamos a primeira
pelo inverso da segunda
multiplicagdo pelo numero inverso, € o mais utilizado em sites educativos e em
pesquisas sobre conhecimento docente. O primeiro algoritmo (inverter e multiplicar)
corresponde a definicAo matematica de divisdo por fracdes (dividir equivale a

multiplicar pelo inverso), dessa forma, este € o procedimento mais utilizado e aceito
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pelos matematicos. Os demais algoritmos séo uma derivacdo do primeiro, partindo

de alguma adaptacdo e possuem algumas limitacbes, ndo atendendo a qualquer
caso geral.

Tabela 1 — Seis algoritmos para a divisdo por fracées

Nomenclatura Algoritmo
1 Inverter e multiplicar a.,c.a. C_": ﬂ
b d b c¢ bc
2 lgualar denominadores a.°. a_d = C;b= ﬂ
b d bd db bc
3 Converséo das fragBes em a ¢ ax cy ax ad
. —+-=—+_——=—=— sendo b-x=d-y poténcias de 10
decimais b d bx y ¢ c’
4 Produtos cruzados'? a.ct. fxf= ﬂ
b d bd bc
s lea S, entdo - equivale a
e — equivale a L entao P equivale a b

5 Uso da unidade fracionada d
. . a
e a unidade 5 equivale a o
_atc
— (Caso particular:a é multiplo de c e b de d)

ol o
QIO
D‘

6 Dividir numeradores e

denominadores entre sil3

a c¢_acd c_acd+c

b d bod d bodeg (CAS09era)

Fonte: Adaptacdo de Moriel Junior, Wielewski e Carillo(2019, p. 996-997).

E importante que o professor que ensina matematica conheca e pense em
multiplas formas de solucionar um problema, visto que tem o potencial de associar
uma visdo da Mateméatica como corpo de conhecimentos interligados. O grupo de

professores chineses entrevistados por Ma (2009), apresentaram trés alternativas de
calculo (Quadro 1):

Quadro 1:Alternativas de calculo apresentadas por professores chineses
l. Dividir por fragdes utilizando numeros decimais

13 : 1—175 -0,5=3,5
4'2_ ) . ) - )

Il. Aplicar a propriedade distributiva

12 Este algoritmo é uma simplificacdo do item 1, puramente procedimental.
18¢ . ¢c_ab _ ¢ b_ab cb_ba, cb_b a. cb_ac

b d b c

4 ¢ bc dc bc cd b e cd_bed
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17 +5= (14 3% 12 1= (142) 2
3 2
Sl ~(1+3)+ -3
=(1>2)+(; x2) =2+11
=2+1> a1

Fonte: Adaptado de Ma (2009, p. 121-124).

Utilizar representacdo decimal para realizar a divisdo € uma alternativa
interessante, nesse caso especifico, € mais facil transformar as frac6es trabalhadas
em numeros decimais, pois evita ter que converter o0 numero misto em fracao e
depois transformar a fracdo impropria obtida no resultado em um ndmero misto
novamente. Mas, com algumas fracfes essa conversdo nao é tao intuitiva e pode

até resultar em dizima periédica.Ainda serd possivel efetuar o calculo, mas nédo tado

vantajoso, observe a diviséo: 575 osass O

O segundo caminho apontado utiliza a propriedade distributiva, sem a
necessidade de converter em decimal ou transformar o nimero misto em fragédo
imprépria, podendo a partir dai utilizar a estratégia I, ou mesmo realizar a
multiplicacéo pelo inverso.

A alternativa Ill ndo demanda da multiplicagao para efetuar a divisao, funciona
muito bem nas situagbes em que numerador e denominador forem divisiveis,
respectivamente, pelo numerador e denominador. Apesar de ser valida para
quaisquer fracdes, ha casos em que essa estratégia nao facilita os célculos, quando

a divisdo entre numeradores ou entre denominadores resultar em uma dizima

periddica, como no exemplo, ja citados+2= 3= 05 _gg
: : ‘5 6 5+6 08333.. '

Mesmo apresentando um calculo correto em qualquer uma das alternativas
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apontadas pelos professores chineses, ou dos algoritmos apresentados por Moriel
Junior, Wielewski e Carillo (2019), também faz parte de um conhecimento conceitual
e profundo da matematica analisar qual estratégia € mais adequada para cada
situacao.

Ofalgoritmo tradicional” pode ser trabalhado de uma maneira mais
significativa e generalizada, que permita aos alunos explorar e pesquisar. Uma
simples mudanca na linguagem matematica ja é relevante, pode ser apresentado
como “Dividir € equivalente a multiplicar pelo seu inverso (ou reciproco)”. Primeiro
essa regra serve para qualguer nimero (mesmo que sO faca sentido a partir do
trabalho com fragcBes, ela pode ser experimentada com ndmeros inteiros), outro
ponto relevante € ndo dizer que € igual, pois ha diversos significados relacionados
ao sinal** “=".

Parece ser um consenso de que o algoritmo mais utilizado acaba por reduzir a
divisdo por fragbes a multiplicacdo e que ha outras possibilidades, porque apenas
este é explorado? O mais provavel é porque ndo ha as mesmas limitacbes para o
seu uso, todas as estratégias de calculo que se utilizam da divisdo podem recair em
casos que teremos dizimas periddicas infinitas, a multiplicagdo elimina o problema

com os restos, aparentemente simplificando o célculo.

1.5. Oensino das fracdes

“O ensino de matematica deveria, sim, estar e ser fundamentado na melhor
compreensao dos conceitos e dos significados, na valorizagdo do raciocinio e do
pensamento matematico” (VAZ, 2016, p. 65). O objetivo do ensino da matematica
ndo € o de memorizar e reproduzir formulas e algoritmos prontos, mas uma
compreensao conceitual, assim, a divisdo por fracdes pode ter um significado além
do “repetir a primeira e multiplicar pelo inverso da segunda”.

O ensino de fragbes, ainda hoje, parece preso ao século XIX, sendo “marcado
pelo mecanicismo, peloexagero na prescricdo de regras e macetes, aplicacbes
inuteis, conceitosobsoletos, “carrogbes”, calculo pelo calculo”; para Lopes (2008, p.
22) esse ensino “empobrece as aulas de matematica” e acaba suprimindo

oportunidades de desenvolver ideias e conceitos matematicos. Mas como aproximar

“Miranda (2019) relaciona onze significados ao sinal “=".



54

esse ensino do século XXI, da realidade dos nossos alunos, de forma que ele se
sinta atraido a pesquisar, pensar e explorar a matematica? Como convida-lo a
conhecer esse monstro monstruoso (e domestica-lo)?

Na sala de aula o primeiro passo para mudar essa realidade pode ser dado
deflagrando a divisdo por fracbes a partir de atividades com o potencial futuro de
generalizar situacdes e deduzir regras. Se apresentarmos uma divisao por fragoes a
um aluno do sexto ou sétimo ano do Ensino Fundamental, € bem provavel que a
primeira estratégia utilizada na resolucéo seja a de dividir numerador por numerador,
e denominador por denominador. Ao se deparar com uma situacdo nova, a
tendéncia € tentar aplicar algum conhecimento prévio, esse procedimento se
assemelha com o tratamento dado a multiplicacdo de fracGes e, também, funciona, é
uma opcaoviavel para muitos casos. Antes do calculo, pretende-se desenvolver o
conceito.

Quando o ensino parte do uso do algoritmo como apenas uma regra, uma
imposicdo e ndo colabora para o conceito da divisdo, na verdade, permite que o
aluno pense que nao ha divisdo por fracbes, apenas a multiplicacdo. Apesar de
serem operacdes inversas, esse conceito ndo é muito trabalhado previamente (e
nem mesmo nessa etapa), ndo séo relacbes estabelecidas para outras operagdes
(demandariam conhecimentos que os alunos ainda ndo possuem, no caso da soma
e subtracdo, 0s numeros negativos, e da multiplicacdo e divisdo das proprias
fracdes).

Fracdes? Fracdes? Alguém viu por ai? A busca por situacbes reais que
utilizem as fragcdes € um desafio, hoje elas ndo sdo comuns em nosso dia a dia. E

cada vez mais incomum, pois as representacdes digitais e decimais foram ganhando

espaco (LOPES, 2008). Ninguém diz que comeu % de um bolo, essas

contextualizagcdes ndo sdo nada realisticas. E como dito anteriormente, as fracdes
nao permanecem no curriculo pelo seu passado ou mesmo pelo presente, mas por
representarem nameros racionais.

Como criar um contexto de sala de aula que permita essa pesquisa,
exploracdo e que nao restrinja as possibilidades dos alunos?

De fato, o professor precisa ter desenvolvido uma compreensao profunda da
divisdo por fragcbes. A CPMF, estabelecida por Ma (2009), ndo se restringe a um

conjunto de conhecimentos em especifico, mas a matematica em geral, assim como



55

também engloba outros aspectos além do conhecimento matematico que pode ser
atingido a partir do “fazer matematica”, de resolver problemas de varias maneiras,
pensar em estratégias distintas de resolucdo; de uma compreensao conceitual; do
conhecimento curricular adquirido a partir de uma leitura atenta e critica de
documentos oficiais, do curriculo e de debates com outros colegas. Temos outros
aspectos relevantes a serem desenvolvidos, como: O que faz com que o professor
valorize multiplas abordagens? O que o leva a incentivar o aluno a pesquisar, pensar
e refletir sobre o conhecimento?

Freire (1987, p. 39) afirma que “Ninguém educa a ninguém, ninguém educa a
si mesmo, os homens se educam entre si, mediatizados pelo mundo”, dessa forma,
enquanto o professor educa, ele também é educado. Essa troca de experiéncias
entre educador-educando e educando-educador s6 ocorreria através do didlogo, que
por sua vez, demanda “saber escutar”. Nao basta falar ao outro, fazer comunicados,
€ necessario falar com o outro, e “Somente quem escuta paciente e criticamente o
outro, fala com ele” (FREIRE, 1996, p. 43). E importante aceitar e respeitar o
conhecimento viavel ao aluno, compreender suas escolhas e seu pensamento.

D’Ambrosio (2013), afirma que um professor/pesquisador construtivista
elabora modelos a partir das producdes escritas dos alunos que |lhe permita criar
situacOes suficientemente desafiadoras para que, progressivamente, seja capaz de
construir novos conhecimentos e percepcdes. Para tanto, valoriza diferentes
pensamentos, escuta atentamente, acreditando que ha algo de viavel na producéo
do aluno. D’Ambrosio (2013) define como uma escuta hermenéutica, ouvir
acreditando, um ouvir construtivista, quando o docente acredita que pode aprender

com o discente:

O professor que assim ouve esta disposto a reconstruir a sua propria
compreensdo da matematica e a desafiar a sua forma de entender certos
conceitos, como consequéncia de sua interacdo com seus alunos na
construcdo conjunta do conhecimento. Esse professor considera e aceita a
matematica do aluno e entende que seu trabalho docente € de pesquisa, em
busca de aprender essa matematica, certamente diferente da sua propria,
mas que é tdo importante conhecer quanto a matematica académica.
(D’AMBROSIO, 2013, p. 251).

Esse tipo de escuta permite que o professor/pesquisador desenvolva modelos
e proponha situacbes mais adequadas para cada momento, contribui para uma
ampliagdo da sua visdo sobre os alunos, a realidade escolar e o seu conhecimento
matematico. Proporciona ainda, aos discentes, uma sensacao de pertencimento ao

seu processo de aprendizagem, valorizagdo do seu pensamento e estimula a
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criatividade, sem receio de se expor e a criar estratégias coletivas.

Esse tipo de trocas e experiéncias ndo acontece em qualquer ambiente, a
postura do professor certamente é um aspecto de extrema relevancia.“O clima de
respeito quenasce de relacbes justas, seérias, humildes, generosas em que a
autoridade docente e as liberdades dosalunos se assumem eticamente, autentica o
carater formador do espaco pedagoégico” (FREIRE, 1996, p. 36).

Este capitulo (Referencial Tedrico) fez um passeio partindo das dificuldades
de relacionar fracdo e numero, um sucinto histérico do ensino de fracées no Brasil,
as dificuldades com a operagéo de divisao. A tese de doutorado (1999) de Liping Ma
publicada como livro em 2009 foi apresentada para fundamentar o conceito de
CPMF, e como ela pode ser alcancada. Representacfes da divisdo por fracdes,
assim como possibilidades para o seu calculo foram explorados para demonstrar
que nao precisamos nos prender a um Unico modelo para a divisdo de fragles,
existem outras opc¢fes. A Ultima sessao aborda algumas questbes que permeiam
esse ensino e poderiam contribuir para um ensino no qual o professor possua uma

CPMF e o aluno tenha espaco para construir o seu conhecimento.
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2. REVISAO DE LITERATURA

As fracBes parecem ndo seguir as mesmas regras que 0s ndmeros naturais,
demandam um tratamento adequado, especial e muitas vezes se tornam um
monstro monstruoso da matematica. As dificuldades s&o inumeras desde
compreendé-las como um numero até a divisdo por numeros fracionarios que acaba
se tornando uma multiplicacdo (pelo reciproco). Nao seria espantoso encontrar
centenas, milhares de trabalhos sobre o tema, e quais seriam as suas contribui¢cdes
para a area e para este estudo?

O Catédlogo de Teses e Dissertacbes da CAPES (Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior) lancado em 2002 que reune os
trabalhos de programas de pos-graduacao do pais inteiro com o objetivo de torna-los
mais acessiveis foi utilizado para iniciar a revisdo de literatura. Como o trabalho de
Ma (2009) é base fundamental para este trabalho pela abordagem as fracfes e
devido a construcdo do conceito de Compreensdo Profunda da Matematica
Fundamental (CPMF) tentei verificar se havia algum trabalho relacionado a sua
pesquisa. A primeira palavra-chave utilizada foi “Liping Ma” retornando com nenhum
resultado, em seguida utilizei apenas “Compreensdo Profunda da Matematica
Fundamental’, sem trabalhos relacionados. Tentei pesquisar “CPMF” apareceram
vinte e sete trabalhos, todos de programas de pds-graduacdo em direito, referentes
ao imposto (Contribuicdo Proviséria sobre Movimentacao Financeira).

A Scientific Eletronic Library Online, SCIELO, uma biblioteca cientifica online
que permite acesso a publicacdes digitais de periddicos cientificos também foi
utilizada, para as trés palavras-chave (Liping Ma, Compreensdo Profunda da
Matematica Fundamental e CPMF) ndo encontrou nenhum resultado.

Como a primeira busca nao alcancgou resultados, inseri “Ensino de Fracdes”
em ambas as plataformas, obtendo como resultado 1.420.506 trabalhos na CAPES e
26 na SCIELO, conforme tabela 2.

A segunda busca néo foi eficaz, logo, para tentar limitar um pouco mais 0s
resultados, foi incluida a palavra “Divisdo” ao “Ensino de Fragdes”, previamente
utilizado. Na SCIELO encontramos dois trabalhos dispensando refinamento ou

buscas adicionais, na CAPES noventa e dois, apresentado na tabela 3.
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Tabela 2 — Segunda busca da reviséo de literatura

Base de Dados Quantidade Encontrada
CAPES 1.420.506
SCIELO 26

Total 1.420.532

Fonte: A autora, 2022.

Tabela 3— Terceira busca da revisao de literatura

Base de Dados Quantidade Encontrada
CAPES 92
SCIELO 2
Total 94

Fonte: A autora, 2022.

Para reduzir a quantidade de teses e dissertacbes a busca foi refinada
selecionando os ultimos cinco anos restando sete trabalhos, um deles era de um
programa de Doutorado em Ciéncias dos alimentos, os demais relacionados a

programas de ensino ou educacéao (Tabela 4).

Tabela 4— Quarta revisao de literatura

Base de Dados Quantidade Encontrada
CAPES 6
SCIELO
Total 8

Fonte: A autora, 2022.

Neste momento os resumos de todos os trabalhos foram lidos para definir
guais seriam parte da revisdo de literatura. Resultando em um total de cinco
trabalhos com aderéncia a esta pesquisa, sendo uma tese de doutorado, trés
dissertacbes de mestrado e um artigo de revista, a tabela 5 apresenta os titulos,

autores, tipo de programa, ano e objetivos principais de cada um.



Titulo
Autora

Instituicéo
Ano

Objetivos

Principais

Titulo

Autor

Instituicéo

Ano

Objetivo

Titulo

Autora

Instituicéo

Ano

Objetivo

Tabela 5 — Resumo dos trabalhos analisados
Atividades Multimodais em uma Abordagem Partitiva para Fracdes

Aline Simas da Silva

Universidade Anhanguera de S&o Paulo

Doutorado em Educacao Matemética

2017

Desenvolver um instrumento matematico que propicie a ideia de
particdo para fracoes;

Identificar os mecanismos que emergem das interagbes com um
instrumento matematico que permite a ideia de particdo para
fracOes;
Analisar o0s procedimentos e estratégias adotadas e as
caracteristicas de pensamentos manifestados pelos alunos durante
o desenvolvimento das atividades propostas.

Conhecimento Especializado de Professores de Matematica
Mobilizados em um Contexto de Planejamento de Ensino de
Divisdes de Fracdes por meio da Resolucédo de Problemas

Glauco Caué Yamamoto Moral

Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso
— Universidade de Cuiaba

Mestrado em Ensino, Curriculo e Saberes Docentes

2018
Identificar de

Matemética associados ao ensino de divisdo de fragbes por meio

conhecimentos especializadosde professores

daresolucéo de problemas

Conhecimento Especializado para Ensinar Divisdo de Fracgdes:
Atividades Formativas Baseadas em Questdes de Pratica

Vicente Pedroso da Silva Filho

Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso
— Universidade de Cuiaba

Mestrado em Ensino, Curriculo e Saberes Docentes

2019

Identificar como as atividades formativas baseadas em questbes de

59



Titulo

Autora

Instituicéo

Ano
Objetivo

Titulo

Autores

Publicacéo
Ano
Objetivo

pratica contribuem para a construcdo ou a mobilizagdo de
conhecimentos especializados para ensinar divisdo de fracdes por
parte dos licenciandos em Matematica.

Jogos como Possibilidade para a Melhoria do Desempenho e das
Atitudes em Relacao as Fracdes e aos Decimais nos Anos Finais do
Ensino Fundamental

Valéria Cristina Brumati Dugaich

Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (Campus
Bauru)

Mestrado em Docéncia para a Educacao Basica

2020

Pesquisar e criar jogos como ferramenta pedagdgica com potencial
para criar situacdes e experiéncias favoraveis ao ensino das
diferentes representacdes de um numero racional, podendo impactar
positivamente nas atitudes dos alunos dos anos finais do ensino
fundamental em relacdo a esses numeros, bem como no
desempenho em tarefas relacionadas a eles.

Meta-andlise sobre Conhecimento para Ensinar Divisdo de Fracdes
Jeferson Gomes Moriel Junior

Gladys Denise Wielewski

José Carrillo

Bolema

2019

Identificar as principais contribuicdes de pesquisas relacionadas ao
conhecimento docente sobre o ensino de divisdo de fracdes e
responder a pergunta: “que conjunto de conhecimentos um professor

precisa para ensinar e fazer aprender divisdo de fragdes?”.

Fonte: A autora, 2022.
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Silva (2017) realiza uma pesquisa com alunos do sexto ano do Ensino

Fundamental, professores e licenciandos em Matematica, na qual aborda a diviséo

de fracOes realcando a ideia de particdo. A partir das interagdes com seus sujeitos

de pesquisa nota que para os numeros naturais essa € a definicdo mais frequente e

usual, “dividir algo entre pessoas”, uma divisdo na qual se conhece um todo e a
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quantidade de partes em que este deve ser distribuido, porém, essa definicdo néo foi
utilizada para as fragbes. O uso da coticdo para a divisao de fra¢des identificado por
Silva (2017) se contrapdem com o que Ma (2009) encontrou, os professores
chineses utilizavam muito o modelo de reparticéo.

Silva (2017) aponta ainda que para uma ampla compreensdo da divisdo de
fragbes 0s modelos de particdo e quoticio devem ser desenvolvidos
concomitantemente e, também, aliados ao conceito de divisdo.Muitas vezes a
divisdo por fracbes é mecanizada através do algoritmo e passa uma imagem de que
ndo ha divisdo, apenas a multiplicacdo. Baseando-se em uma percepcdo de que
uma abordagem percepto-motora é capaz de produzir aprendizagens através do
fazer, tocar, mover, ver, Silva desenvolve um instrumento chamado de “Cachorro-
quente”. Tal instrumento propicia atividades multissensoriais, nas quais essa
experiéncia contribui para a compreensao da divisdo de fragbes como particdo, na
construcdo de um “algoritmo para fragées unitarias” e nota que mesmo na auséncia
do instrumento ele € parte do pensamento e explicacdes dos alunos do sexto ano do

ensino fundamental.

“As nossas andlises indicam que nas tentativas dos participantes de
identificar propriedade gerais ndo houve uma separagéo entre o concreto e
0 abstrato, j& que mesmo quando os materiais ndo foram manipulados
fisicamente, tal ato foi imaginado.”

Dessa forma, Silva (2017, p. 275) conclui que o instrumento contribui para a
compreensao do algoritmo tradicional da divisdo por fracdes. Ela ainda destaca a
importancia de trabalhar com 0 mesmo contexto para a divisdo, seja com numeros
naturais ou fraciondrios para conecta-las, visto que essencialmente, se trata da
mesma operacao, a divisao.

Silva (2017) apresenta uma pesquisa desenvolvida por Deborah Ball em
1988, a mesma que Liping Ma utilizou em sua tese de doutorado (como citado no

referencial tedrico) e destaca que encontrou resultados semelhantes para a divisao
3 1 . .. . ~ . . .~
17 +3, inicialmente consideravam as representacdes com a ideia de particdo. Sem

sucesso se arriscavam na Quoticao, com dificuldades e na maior parte das vezes
sem éxito. O foco maior da tese € o trabalho com o “Cachorro-quente” (Produto
Educacional) com alunos do sexto ano do Ensino Fundamental.

Moral (2018) investiga a caracterizagdo do conhecimento especializado de
professores de matematica sobre o ensino da divisdo de fracbes a partir da

resolucado de problemas. Desenvolve oficinas formativas com professores da rede
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estadual que atuam nos anos finais do Ensino Fundamental. Utiliza o modelo
MTSK?*® na andlise dos conhecimentos necessarios ao docente para esse ensino e
conclui que os procedimentos de “como fazer” e conhecimentos didaticos sempre
eram apontados, enquanto os relacionados as estruturas e praticas matematicas
tiveram pouca expressividade. Moral relata que a falta de tempo impossibilitou que a
pesquisa aprofundasse a analise dos indicios de conhecimentos necessarios. Além
disso, afirma serem necessarias politicas publicas educacionais que direcionadas
para um conhecimento especifico e especializado do professor de matematica,
propondo que as horas atividades dos docentes sejam destinadas para uma
formacgé&o continuada referente a sua area de atuagéo.

Acredito que outras possibilidades de politicas publicas contribuiriam para
melhorias na educacdo como: investimento em uma infraestrutura escolar adequada,
em materiais didaticos, paradidaticos e de apoio em quantidade e qualidade
suficientes, valorizagdo da profissdo docente, incluindo um “tempo de planejamento”
gue atenda as reais demandas de trabalho fora da sala de aula.Além disso, “a
aprendizagem vem da acdo, da acado e da reflexdo”, Beatriz D’Ambrosio em
entrevista a Brido (2015) afirma que apesar de um aprofundamento de leituras
tedricas é dificil aprender sem relacionar essas leituras com a pratica docente, dessa
forma o professor se forma enquanto leciona, pode aprender e refletir sobre a
prépria préatica e optar por aquilo que melhor se adequa a sua realidade.

As dissertacdes de mestrado de Moral (2018) e Silva Filho (2019) sao
provenientes de um mesmo programa, grupo de estudos, orientador e analisam o
MTSK relacionado a divisdo por fracdes. A diferenca é que o primeiro utiliza a
resolucao de problemas com professores que possuem alguma experiéncia em sala
de aula, e o segundo recorre a questdes de praticas com alunos da licenciatura em

Matematica. Silva Filho (2019) realizou oficinas formativas nas quais foram

*’Na década de 80, Shulman prop6s trés categorias para descrever o conhecimento docente
(conhecimento do conteldo da matéria, conhecimento curricular e conhecimento pedagdégico do
contelido), direcionadas a qualquer area de ensino (GOMES; WIELEWSKI; MONTES, 2013). A partir
desse modelo Deborah Ball e outros pesquisadores propuseram o Mathematical knowledge for
Teaching (MKT) que contempla os conhecimentos necessarios a pratica docente (conhecimentos
matematicos, relacionados ao ensino e suas conexdes), divididos em seis categorias. Como 0 MKT
nao abrangia alguns casos, um pesquisador com seu grupo (José Carillo) propds o Mathematical
Teachers Specialized Knowledge (MTSK) que se subdivide em dois dominios: “—~Conhecimento
matematico (MK) e Conhecimento pedagdgico do conteido (PCK) — e as crencas dos professores
sobre a matematica, seu ensino e aprendizagem sao consideradas importantes, pois dao sentido as
diferentes acdes do professor e permeiam todos os subdominios (GOMES, WIELEWSKI, MONTES,
2013, p. 2).



63

propostas situagBes praticas que podem ocorrer durante uma aula, visavam
identificar e possibilitar maneiras de desenvolver os conhecimentos necessarios ao
ensino da divisdo de fracfes. Dessa forma, ele conclui que a formacéao inicial deve
explorar e estimular a criacdo de MTSK no futuro professor, além dos
conhecimentos de nivel superior. Caberia ainda ao professor iniciar a mudanca pela
sua proépria pratica e incentivar seus colegas de profissdo a seguirem o mesmo
caminho de transformacao.

Dugaich (2020) busca relacionar o uso de jogos, as atitudes e o desempenho
em matemaética de alunos do nono ano do Ensino Fundamental da rede estadual que
obtiveram um baixo resultado no SARESP (Sistema de Avaliagdo de Rendimento
Escolar do Estado de Sao Paulo). Ao longo de uma década de trabalho como
supervisora de ensino e de uma analise do SARESP entre 2012 e 2018, Dugaich
(2020) notou que a habilidade de relacionar os nimeros racionais em suas formas
fracionérias e decimais se apresentava como uma grande dificuldade. A partir da
crenca de que as atitudes frente a matematica, podem ser positivas ou negativas,
auxiliando ou dificultando a aprendizagem. O jogo como recurso metodologico se
mostra, nesta pesquisa, eficiente para gerar atitudes mais positivas, contribuir para a
apreensdo de conhecimentos, aumentar o interesse, foco e disposicdo dos alunos e
ainda diminuir o medo de errar.

Dugaich (2020) ressalta a importancia de analisar as atitudes dos alunos com
a matematica, investigar suas razfes e buscar propor alternativas que sejam
capazes de torna-las mais positivas. Essa busca por uma matematica mais acessivel
e “atraente” corrobora com esta pesquisa, esse estigma negativo em nada contribui
para o ensino e/ou para a aprendizagem.

Dentre os trabalhos encontrados para revisado de literatura, dois abordavam
especificamente o conhecimento do professor para o ensino da divisdo de fracdes. A
partir de oficinas formativas, baseadas em uma estrutura mais rigida com perguntas
e respostas, buscaram elencar e classificar as falas dos sujeitos de pesquisa de
acordo com o MTSK.Moral (2018) com professores dos anos finais do Ensino
Fundamental e resolucdo de problemas como metodologia de ensino; Silva Filho
(2019) com futuros professores de matematica e situacbes de praticas. Apesar de
trazerem contribuicbes para esta analise, ambas as dissertacbes sado muito
direcionadas a essa classificagao dos conhecimentos como definido pelo MTSK.

O MTSK e a CPMF possuem aproximacdes, ambos se preocupam em
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estabelecer conexdes entre conceitos passados e futuros, trabalhar com diferentes
abordagens, conhecimento do curriculo, porém o primeiro € mais “técnico”, dividindo
esse Conhecimento Especializado para Ensinar Matematica (como apresentado na
Figura 3) o que nao faz parte do escopo desta pesquisa que busca possibilitar meios
para construir conhecimento matematico como um todo, como uma estrutura unica,

emaranhada de ligacdes e conexdes.

Figura 3 — Subdominios do MTSK
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Fonte: (MORIEL JUNIOR, WIELEWSKI, MONTES, 2013, p. 4, traducdo do autor).

As pesquisas (SILVA, 2017; MORAL, 2018; SILVA FILHO, 2019 e DUGAICH,
2020) apontam que a divisdo de fragdes, seja o conhecimento do professor ou o do
aluno, acaba se configurando como um conhecimento procedimental e fragmentado,
e, queassentado no uso do algoritmo (repete a primeira fragdo e multiplica pelo
inverso da segunda), é incapaz de atribuir significado conceitual & operacéao.

Dessa forma, a analise da literatura existente se mostrou escassa tanto no
tema da diviséo por fracbes, como na analise do conhecimento do professor, sendo,
neste caso, as pesquisas mais direcionadas a analise do conhecimento que o

professor possui do que a busca por construir um conhecimento mais profundo que
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€ 0 objetivo principal do Produto Educacional.

Moriel Junior, Wielewski e Carillo (2019) desenvolvem uma meta-analisel®
com foco no conhecimento que o professor (ou futuro) precisa para ensinar e fazer
aprender divisdo de fracGes.Para isso, utilizou 58 estudos na integra (entre teses,
dissertagOes, livros e artigos) publicados entre 1990 e 2014. Dentre estas pesquisas
inclui-se MA (2009). Esta meta-analise apresentada destaca que o conhecimento do
professor sobre a divisdo de fracdes é procedimental e fragmentado, a maior parte
consegue realizar o calculo, mas ndo é capaz de criar uma representacdo ou
explicar de maneira conceitualmente correta; ainda alguns nao obtiveram éxito nos
calculos. Apontam que além de um conhecimento matematico especifico, um
conhecimento didatico especifico também €é importante. Um ponto que vale a pena
ressaltar € que em diversas pesquisas era mais acessivel para os professores 0s
casos em que o dividendo é maior do que o divisor ao solucionar um problema.
Algumas pesquisas concluiram que ndo existe uma relagdo clara entre tempo de
atuacao docente e desenvolvimento de conhecimentos especificos para o ensino da
divisdo de fracdes, entretanto Ma (2009) apenas encontrou a CPMF bem
desenvolvida em professores com muitos anos de atuagcéo. Acredito que ter muitos
anos como docente ndo garante uma CPMF ou o desenvolvimento de
conhecimentos especificos para o ensino, mas futuros ou recém-formados também
nao possuem esses indicios.

Destaca-se que as propostas de ensino da divisdo por fracdes ndo devem ser
alicercadas no uso do algoritmo, mas em atividades que desenvolvam o conceito e
encaminhem o aluno a deducdo de uma regra operatéria (MORIEL JUNIOR,
WIELEWSKI E CARILLO, 2019). O ensino e a aprendizagem de fracdes deflagradas
a partir do uso do algoritmo se mostra ineficaz para desenvolver o conceito da
divisao de fracdes (isto também foi discutido no Referencial Tedrico).

Em seu artigo, Moriel Junior, Wielewski e Carillo(2019) apontam ainda, assim
como nas dissertagOes de Silva Filho (2018) e Moral (2019) para que um professor
desenvolva esses conhecimentos especificos para o ensino da divisdo de fragbes
ele deveria receber uma formacao inicial especifica, ministrada por um formador com

tais conhecimentos ja desenvolvidos. Seria possivel formar um Professor de

16 Meta-andlise é uma técnica que relne dois ou mais estudos com o objetivo de condensar/comparar os
resultados de pesquisas sobre um mesmo tema.
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Matematica que tivesse todos esses conhecimentos plenamente desenvolvidos?
Quanto tempo seria necessario? Como se daria essa formagdo? Seria de fato
significativa? Acredito que a solucdo para o problema consista em mudancas na
formacdo inicial sim, mas mudancas na maneira como a Matematica € ensinada,
tornando-a mais exploratoria, investigativa, um ensino baseado mais em perguntas
do que em respostas. E, também, mudancas em politicas publicas que valorizem a
profissdo docente, possibilitem uma formacdo continuada, um curriculo planejado

para a realidade escolar, entre tantas outras solu¢cées mais possiveis e viaveis.
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3. PERCURSO METODOLOGICO

Este capitulo busca apresentar os caminhos trilhados durante a pesquisa, as
escolhas feitas na elaboracédo de um Produto Educacional (PE). O referencial teérico
apresentado no capitulo 1 serviu como base para a criagdo de um curso sobre o
ensino da divisdo de fracfes direcionado para professores que ensinam matematica
gue pretende criar possibilidades para o inicio do desenvolvimento de uma CPMF.

A Coordenacéao de Aperfeicoamento de Pessoal de Ensino Superior (CAPES)
no documento da Area de Ensino (BRASIL, 2019) delibera para a obtencéo da
titulacdo dos cursos de Mestrado e Doutorado profissionais que um PE seja
elaborado e validado:

No Mestrado Profissional, distintamente do Mestrado Académico, o
mestrando necessita desenvolver um processo ou produto educativo
e aplicado em condicdes reais de sala de aula ou outros espacos de
ensino, em formato artesanal ou em protétipo. Esse produto pode
ser, por exemplo, uma sequéncia didatica, um aplicativo
computacional, um jogo, um video, um conjunto de video-aulas, um
equipamento, uma exposi¢do, entre outros. A dissertagdo/tese deve
ser uma reflexdo sobre a elaboragcdo e aplicacdo do produto
educacional respaldado no referencial tedrico metodologico
escolhido. (BRASIL, 2019, p. 15).

Corroborando com este documento,Rizzattiet al. (2020)elucida que a
elaboracdo do PE deriva de uma pergunta ou problema do cotidiano escolar e
precisa oferecer a possibilidade de ser reutilizado, adaptado e compartilhado, além
de relevante e pertinente aos campos de pesquisa do programa de pés-graduacao
em questdo; ter sido utilizado/experimentado com o publico-alvo. A dissertacéo
apresenta o contexto, o referencial teérico, as escolhas metodoldgicas, a
pergunta/problema que se deseja responder, ou seja, € a fundamentacdo e o
embasamento do PE, sendo este, uma construcdo a parte, trilhado por esta
pesquisa.

Borba, Almeida e Gracias (2018, p. 24) questionam se “A sala de aula ouve a
pesquisa?”’ e respondem que o fato de existir uma pesquisa sobre determinado tema
nao garante que todos o compreendam. Acreditam que seria muito superficial
assumir que uma producdo cientifica resolveria todas as questdes e problemas
abordados. No Brasil nos deparamos com contextos sociais e politicos,
infraestruturaescolar discrepantes, além de uma desigualdade social acentuada e a

falta de tempo (e recursos) e condi¢cbes para que o docente possa se dedicar
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diariamentepara planejamento e leituras, fatores que impactam diretamente na
qualidade da Educacéo.lsso sem contar com a falta de continuidade nas politicas
publicas que geralmente demandam/demandariam longo periodo para atingirem
seus objetivos. Dessa forma, uma pesquisa replicada seguindo o mesmo modelo
ndo apresentara, necessariamente, os mesmos resultados e impactos obtidos
originalmente. O processo de ensino-aprendizagem se torna muito complexo ao
considerar todas as variaveis envolvidas.

A existéncia de pesquisas nhuma area nao garante uma aprendizagem
significativa, e por mais que o ensino da divisdo de fragdes ja tenha sido abordado
diversas vezes, vemos que ainda se configura como um desafio para alunos e
professores. As escolhas realizadas durante esse processo de construcdo e
sistematizacdo da pesquisa fazem parte da metodologia de pesquisa (BORBA,
ALMEIDA, GRACIAS, 2018). De certa forma, o PE é a construcdo dessa
metodologia de ensino e este capitulo aborda a metodologia dessa pesquisa.

Com o inicio da Pandemia Mundial em 2020, no Rio de Janeiro, 0os portdes
das escolas foram fechados a partir do dia 15 de marco, mudando drasticamente
aguele ano que se iniciava, 0 que resultou na reelaboracdo da metodologia, muitas
das decisbes tomadas eram as possiveis naquele momento. Essa pesquisa
apresenta a construcdo de um minicurso destinado aprofessores e futuros

professores que ensinam matematica.

3.1. Minicurso: Divisao de fracoes

O minicurso “Divisao de Fragdes: Compreensdo Profunda da Matematica de
professores que ensinam Matematica” foi realizado durante a disciplina Pratica
Pedagogica em Matematica 1 (PPM1), geralmente frequentada por discentes do
terceiro periodo da Licenciatura em Matematica da UERJ, Campus Maracana.

O reitor da UERJ, Ricardo Lodi Ribeiro, através do Ato Executivo de Deciséo
Administrativa (AEDA) n° 029/Reitoria/20201’ solicitou um planejamento para o

retorno das atividades e a Deliberagdo n° 014/2020'% regulamentou o Periodo

17Disponivel em: http://www.boluerj.uerj.br/pdf/aeda_00292020_22052020.pdf. Acesso em: 22 out. 2022.
18 Disponivel em: https://www.uerj.br/wp-content/uploads/2020/07/Deliberacao14.pdf. Acesso em: 22
out. 2022.
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Académico Emergencial (PAE) estabelecendo 2020.1 entre 14 de setembro e 12 de
dezembro de 2020.

A disciplina de PPM1 ocorreu de maneira totalmente remota, através da
plataforma Rede Nacional de Ensino e Pesquisa'® (RNP), sendo ministrada pela
professora Dra. Gabriela Félix Brido (orientadora desta pesquisa), com cerca de 23
alunos inscritos, no periodo da noite. Assisti aulas da disciplina como ouvinte
(enquanto realizava 0 meu Estagio a Docéncia, etapa constituinte do mestrado), e
notei alguns aspectos importantes: a Unica camera que permanecia ligada durante
as aulas era a da docente, a participacado discente se dava principalmente de
maneira escrita através do chat, poucos abriam o microfone. Era um momento
delicado, certamente, nem todos os alunos tinham um ambiente reservado e com
estrutura favoravel para o ensino remoto que possibilitasse ativar camera e
microfone, a docente os deixava livres para que pudessem optar pelo que fosse
mais conveniente.

Com base nessas informacfes o minicurso precisaria permitir que os alunos
participassem, através da escrita, mas o chat ndo favorecia muito a digitacdo de
férmulas, além de ser aberto para os participantes da chamada, de forma que todos
veriam instantaneamente as respostas dos colegas que poderiam se sentir
constrangidos ou serem influenciados. Desta forma, o Nearpod?° foi eleito como um
mediador tecnoldgico.

O Nearpod é um site que possui uma versdo gratuita, a que foi utilizada, e
outra paga. Ele permite criar apresentacdes, compartilhar aulas, jogos, quizes e
outras atividades através de um link ou codigo de acesso;ao criador do material séo
disponibilizados relatérios de desempenho e solucdes apresentadas. Pode ser
utilizado de maneira sincrona, durante as aulas, ou assincrona, disponibilizando um
acesso. Sincronamente ha a possibilidade de compartilhar as respostas dos alunos
sem que apareca a autoria para os demais participantes. O software além de um
manuseio intuitivo e simples, funciona muito bem em computadores, notebooks

edispositivos méveis, sem demandar uma internet de grande qualidade.

19 RNP: E uma rede brasileira para educagdo e pesquisa que disponibiliza “internet segura e de alta
capacidade, servicos personalizados e promovem projetos de inovacdo”. Saiba mais em:
https://www.rnp.br/sobre. Acesso em: 22 set. 2022.

20 Disponivel em: https://nearpod.com/login?referer=/library/%3Fks%3D1%260rigin%3D. Acesso em: 22
set. 2022.
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Todos os inscritos na disciplina receberam uma cépia virtual do Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) para participagdo na pesquisa,
apresentado no Apéndice,dos 23 termos enviados, 15 foram devolvidos e apenas
esses constituem a base de dados deste trabalho, o nUmero de participantes de
cada encontro sofreu variagoes.

Quatro encontros foram realizados e as atividades foram divididas da seguinte
maneira: |. Atividade diagnostica, Il. Divisdo de fracdes: da divisdo as fracoes. lll.
Divisdo de fracdes: Significados e Analise de problemas e IV. Analise de erro como

uma possibilidade e serdo descritas a seguir:

I.  Atividade diagndstica

Neste primeiro contatocom os discentes, no dia 19 de novembro de 2020,
apresentei a pesquisa e as motivacfes e questionamentos até aquele momento. Um
pequeno roteiro sobre a realizacdo das atividades também foi apresentado
(posteriormente sofreu alteracdes).

Inicialmente uma diagnose foi elaborada utilizando as mesmas questdes que
MA (1999) prop0s a professores chineses e estadunidenses em parte de sua tese de
doutorado. A autora destaca que os alunos chineses possuem um melhor
desempenho em comparacdes internacionais acerca da matematica se comparados
com os alunos dos EUA, o que seria um paradoxo visto que os professores dos EUA
possuem um periodo mais longo de escolarizacdo formal para trabalhar com a
educacdo basica, de quatro a seis anos a mais em média. Dessa forma, propondo
as mesmas questdesa ambos os grupos de professores ela construiu o conceito da
Compreensdo Profunda da Matematica Fundamental (CPMF) que explicaria esse
paradoxo.

Este encontro contou com sete interacdes, sendo:

e A primeira delas o célculo da divisao 1 §+%;

e A classificacdo do nivel de dificuldade de 0 a 5, sendo 0 extremamente
facil e 5 extremamente dificil;

e Comentério sobre a dificuldade;

e A interacdo seguinte propunha que se criasse um bom modelo ou

historia para a diviséo anterior;
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e A classificacdo do nivel de dificuldade;

e Um comentério;

e A Ultima interacdo contava com um espaco para que eles relatassem
um pouco sobre a experiéncia deles com a divisdo de fracOes ea
maneira como aprenderam.

Permanecemos simultaneamente na plataforma RNP e no Nearpod.Cerca de
15 alunos participaram desse momento.No ensino remoto se faz necessario salientar
que alguns vao encontrar problemas com a conexao a internet podendo participar do
comeco, ou apenas do final, ou mesmo perder uma das atividades e participar das

outras, neste caso, vou considerar todas as devolutivas.

Figura 4 — Telas da apresentacéo no Nearpod
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A Figura 4apresenta trés telas do Nearpod, como foram exibidas para os
alunos durante as intervencdes. A primeira avisa que a atividade a seguir possui um
tempo determinado para ser realizada, seu inicio é deflagrado pelo professor. Apos
uma contagem regressiva de trés segundos, temos a tela com a atividade e espaco
para resolucdo, o recurso Draw it possibilita que o espaco seja desenhado
livremente como se usasse uma caneta na tela, criar uma caixa de texto para digitar
ou mesmo inserir uma imagem (pode ser uma foto do caderno). A terceira tela
apresenta uma questdo com opc¢des para assinalar, utilizando outro recurso (Poll).

Nenhum dos alunos conhecia o Nearpod, apesar da facilidade em interagir
com o programa, sincronizar o tempo das respostas foi um desafio, era necessario
gue todos tivessem respondido a uma interacdo para avancar. Assim, o tempo de
duracéo da atividade acabou sendo bem maior do que o esperado, os 30-45 minutos

idealizados, ultrapassaram uma hora e a Ultima interagdo néo foi realizada.

II. Divisédo de fracdes: da divisédo as fracbes

Este encontro também contou com o apoio do Nearpod e da RNP e
transcorreu de maneira mais fluida e dinamica que o anterior, realizado no dia 26 de
novembro de 2020, com 14 participantes. Os seguintes topicos foram apresentados:

e Um questionamento sobre o que é uma fracao;

e Alguns resultados e analises obtidas em uma pesquisa anterior
(BRANQUINHO, 2019) sobre o ensino de fragdes nos anos iniciais,
ilustrando com alguns trechos de livros didaticos aprovados pelo
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) 2019;

e O ensino de fracbes na BNCC;

e Uma pergunta se as fragdes deveriam ou ndo fazer parte do curriculo;

e Um recorte de Vianna (2008) para questionar a visao da fragdo como
namero ou instrumento de dupla contagem, abordando uma questao
proposta pelo autor e questionando se neste caso a fracdo faz

sentindo;
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e Subconstrutos das fracdes: razdo, quociente, operador, porcentagem e
probabilidade e uma contraposicdo com a representacédo parte-todo, a
mais usual nos anos iniciais;

e Educacdo Matematica Critica, destacando a importancia de passear
pelosMillieus2lde Aprendizagem;

e A dificuldade da operacdo de divisdo e outras possibilidades para o
algoritmo “tradicional”;

e A divisdo como Agrupamento/Quoticdo/Coticdo e Particdo/Reparticdo
baseado em (BRIAO, MUZINATTI, RIBEIRO, 2015);

e Um espaco para descrever como ensinaria a divisédo de fracoes;

A atividade planejada era mais extensa, entretanto, pouco antes da aula optei

por dividir em duas partes para ndo se tornar cansativa.

[ll.  Diviséo de fracBes: Significados e Andlise de problemas

Para este encontro foi combinado na semana anterior que um link seria
enviado para os alunos responderem antes do inicio deste encontro,que se realizou
no dia 03 de dezembro de 2020, 11 alunos participaram desta interacdo. Eles ndo
sabiam previamente, mas o link pedia que cada um inserisse 3 palavras sobre os
conhecimentos que consideravam relevantes para dividir fragcbes. Para esta
interagcdo um recurso diferente foi utilizado, o site Mentimeter, para a criagdo e
exibicido de uma nuvem de palavras??. Apesar de serem bem parecidos, com
diversos recursos semelhantes, apenas o Mentimeter dispde da criagdo de nuvens
de palavras, o uso do Nearpod nos outros momentos do curso se deveu a uma
preferéncia pessoal da pesquisadora.

O encontro sincrono se deu novamente pela RNP e pelo Nearpod, dando
prosseguimento, abordamos:

e O significado da divisdo por um namero fracionario (MA, 2009);

ZAs atividades propostas em uma aula podem utilizar apenas conceitos matematicos (matematica
pura), situagdes que “parecem” vir da realidade (semirrealidade), ou se basear em situagcbes da vida
real, esses grupos sao denominados Millieus de Aprendizagem por Ole Skovsmose (SKOVSMOSE,
2014). Também séo conhecidos como Ambientes de Aprendizagem.

2ZNuvem de palavras é uma interacdo na qual os participantes podem inserir palavras/termos (nesse
caso foram cinco), e 0s mais repetidos aparecem com tamanho maior, € 0 menos repetidos com
menor destaque.
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e Outras possibilidades para efetuar a divisdo por um numero fracionario;

e Uma pergunta: se ensinariam a divisao por fragdes da mesma maneira;

e Classificacdo dos problemas com fracdes em 3 modelos: Agrupamento,
Reparticdo e Produto e fatores (MA, 2009);

e Andlise de problemas solicitando que os participantes classificassem
de acordo com os modelos apresentados anteriormente;

e Exploracdo das dificuldades na divisdo de fracbes e mudancas de

significado.

IV. . Andlise de erro como uma possibilidade

O dltimo encontro se deu no dia 10 de dezembro, com 14 alunos e dessa vez
iniciei compartilhando uma apresentacao através da prépria plataforma RNP:

e O que é o erro e seu papel na escola, na sociedade e nas pesquisas
(CURY, 2015);

e A analise de erro como uma possibilidade de aprendizagem (CURY,
2015);

e Andlise da produgéo escrita dos alunos (D’AMBROSIO, 2013);

e Andlise de erros como uma metodologia de pesquisa;

e Os erros na divisdo por fracdes, trazendo alguns exemplos do primeiro
encontro e outros apresentados por MA (2009);

e Representacdes concretas e abstratas para a divisao por fracoes.

Para finalizar uma dltima interacdo foi realizada através do Nearpod
solictando que o0s participantes avaliassem o0 curso e fizessem
criticas/sugestbes/elogios.

Uma sala de aula idealizada, remotamente, contaria com recursos e estrutura
capazes de permitir uma ampla participacdo de todos com microfone e camera
ligados, sem interrupgdes sejam de fatores externos ou mesmo devido a oscilagdes
da rede de internet, mas essa pesquisa foi realizada numa sala de aula real, com
problemas reais. E mesmo uma sala de aula idealizada remotamente, ndo contaria
com as mesmas possibilidades de interagbes e trocas possiveis no encontro
presencial, portanto, essa € uma pesquisa possivel dentro da realidade de uma

pandemia mundial, num pais de enorme desigualdade social.
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As informacdes obtidas em cada intervencao foram organizadas, tabuladas e
serdo apresentadas na andlise de dados.
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4. ANALISE DE DADOS

Os relatorios gerados pelo Nearpod apresentam o nome dos alunos e uma
orientacdo em paisagem, portanto ndo serao divulgados para preservar totalmente a
identidade dos participantes. Para se adequar esteticamente, alguns dados foram
reescritos ou recortados do relatorio na integra. Como citado anteriormente (ver
pagina 67), o curso foi desenvolvido durante as aulas da disciplina de PPM1 com
licenciandos da UERJ.Refletindo apdés os encontros, senti falta de uma
contextualizacdo da realidade dos cursistas, como: em qual periodo eles se
encontravam (apesar da disciplina estar na da grade curricular do terceiro periodo),
qual era sua formacao, experiéncia com as fracées e como docente, quais as suas
expectativas com o0 curso/disciplina... Estes questionamentos poderiam ser
acrescidos em uma futura aplicabilidade do curso.

Durante os encontros tivemos entre 13 e 15 alunos online quando registrei a
participagdo. Devido a oscilagdes na internet, e ao fato de que um aluno pode ter
ingressado em outro momento, as participagbes de um mesmo encontro podem

sofrer pequenas variacdes na quantidade.

4.1. Intervencéo | - Atividade Diagnéstica

A primeira intervengao foi realizada no dia 19 de novembro de 2020, com
cerca de 17 discentes, destes 15 enviaram o TCLE assinado e apenas as interacfes
destes aparecem listadas ao longo do texto. Optei por apresentar as escritas dos
alunos do curso com uma fonte diferente (Gabriola) para diferenciar de outras
citacOes e apontamentos.

Apds uma breve apresentacdo pessoal sobre a motivagdo da pesquisa e seu
objetivo, exibi um roteiro dividindo as intervenc¢des em trés momentos:

» Avaliacao diagnostica
» Algumas concepcdes e possibilidades sobre o ensino de fracdes
» Andlise das producdes escritas e elaboracéo de atividades.
Por fim esse roteiro se modificou bastante com o segundo momento dividido

em dois encontros, e um quarto encontro abordando a analise de erros e uma breve
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andlise de alguns erros comuns. A elaboracéo de atividades nao foi possivel devido
a falta de tempo disponivel.

No Nearpod, a primeira interacdo, baseada em Ma (1999) solicitava o calculo

1§+%, 0 espaco destinado a questdo permitia digitar, desenhar ou anexar uma

imagem/foto para solucdo.Utilizando esses recursos obtiveram-se 13 devolutivas.

. - . ~ 7
Seis alunos (46,1%) utilizaram o algoritmo e apresentaram como solugao;uma
~ s ;- ~ 14 -
fracdo impropria,um aluno (7,7%) exp0s — eum aluno (7,7%) transformou o numero

misto em fracdo imprépria e em seguida todas as fracbes em numero decimais e
realizou a divisdo obtendo 3,5 como resposta, dessa forma, 61,5% dos resultados

estavam parcialmente corretos visto que esperava-se obter como solucdo um

. : 1 , ~ 3.1
namero misto 35. Quatro alunos (30,8%) realizaram a operacao 273 obtendo como

resultado a fracéo ; um aluno (7,7%) apresentou apenas o resultado final 2,5,

totalizando 38,5% de erro.
Ma (2009) obteve uma totalidade de respostas corretas com 0s professores

chineses e com os estadunidenses de43% de acerto e mais 9% de respostas

. 14 . - .
incompletas —, sem reduzir ou transformar em ndmero misto. No curso 61,5%

~ . s . 7 14 ~
apresentaram o resultado correto com fracdo imprépria (E ou T)ou representacao

decimal (3,5), o restante, 38,5% com um resultado incorreto.

A segunda interacdo questionava sobre o nivel de dificuldade da questéo,
podendo ser classificado de 0 a 10, em ordem crescente. Os alunos que
apresentaram o resultado correto com fracdo impropria classificaram como 1 ou 2,
os alunos que apresentaram um resultado incorreto classificaram com 0 ou 1, e o
aluno que trabalhou com nimeros decimais com nivel 3 de dificuldade.

Em seguida,foi solicitado um comentéario sobre a dificuldade encontrada na
guestao.A principal dificuldade apontada se relacionava a compreensao de nimero
misto, um ponto interessante identificado é que, em dois comentarios,ha a sugestao
de que o numero misto pode ser visto como uma multiplicacdo, induzindo ao mesmo
erro obtido em trés solucgdes.

A segunda atividade contou com doze respostas, sendo algumas incompletas.
Baseada em Ma (1999), buscava criar um contexto para solucionar a divisao

proposta na atividade 1:
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Imagine que esta a ensinar a diviséo por fragcdes. Para que isto tenha algum
significado para as criangas, muitos professores tentam arranjar situagées
da vida real ou histérias-problema para mostrar a aplicacdo de um contetido

particular. Qual seria uma boa histéria ou um bom modelo para 1§+%? (MA,
2009, p. 113).

Seguindo a classificagdo que Ma (2009) fez em seu trabalho, neste caso,

temos cinco futuros professores que ndo apresentaram uma resposta ou ndo a

desenvolveram. Um deles disse “Eu falaria da hierarquia das operages” E outro que “Usaria

uma barra de chocolate para ensinar”, sem mais informac6es ou desenvolvimento de uma

histéria ou explicacdo sobre o seu uso.

Cinco alunos confundiram a divisdo por ¥2 com a divisédo por 2:

Eu e meu irmao pedimos duas pizzas e dividimos a pizza em quatro pedagos cada uma.
Nossa mée comeu um pedago de uma das pizzas, sobrando 1 inteira e 3 pedagos da outra. Eu

e meu irmao queremos dividir o resto da pizza pe[a metade, quando cada um ﬁcavia?

Se temos 1 pizza inteira mais 3/4 da pizza, queremos saber quanto é a divisdo desse total de

pizza se dividirmos ao meio.

O pensamento de dividir igualmente por dois ou em duas partes corresponde
a divisao por 2, foram utilizadas as expressdes dividir pela metade e dividir ao meio
erroneamente. Se contrapor os exemplos deles com um ndmero inteiro fica mais
clara essa percepcao, se tivessem 4 pizzas para dividir pela metade/em duas partes
realizariam a diviséo por 2, e ndo por Y.

Diferente do que Ma (2009) encontrou, eu notei outra confusdo, que na

verdade representava uma multiplicagéo por 2 no lugar da divisao por Y.

Em uma turma do sétimo ano as criangas receberdo mini pizzas, e foi calculado que cada
uma delas receberia uma mini pizza mais % de outra. Porém essa seria a quantidade se
todos quisessem comer as mini pizzas, mas sé metade da turma quis, entdo agora qual seria
a quantidade de pizza que cada crianga recebera j4 que teremos que dividir o valor antigo

pela nova quantidade de criangas?

hY

Nesse caso 1 e ¥ corresponde a quantidade de pizza que cada crianga

receberia, mas se apenas metade das criancas quiserem comer pizza, cada crianca
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recebera duas porcdes, ou seja, o dobro da quantidade inicial de pizza,

representando uma multiplicacdo por dois, 1% X 2.

Duas pizzas que foram cortadas em 4 fatias cada wma para dividir em uma mesa serdo
comidas de forma que 1 faﬁa foi dada para o aniversariante e o resto sera dividido pe[a
metade da mesa ja que a outra metade ndo estava com fome, quantas fatias cada pessoa

dessa metade da mesa receberd?

7z

Essa situacdo é um pouco mais complexa, mas novamente temos uma
guantidade que seria dividida por um determinado nimero de pessoas e depois
passa a ser dividida por um nimero que equivale a metade do numero inicial, o que
também ira resultar no dobro do resultado da primeira divisdo.Por exemplo: ao dividir
24 balas para 8 criancas, 24 +~ 8 = 3, cada uma receberia 3 balas, se apenas
metade quisessem balas, 4 criangas, teriamos: 24 +~4 = 6, entdo cada crianca
passaria a receber 6 balas, o dobro da quantidade da primeira divisdo, mas esse
resultado vai variar de acordo com a quantidade de pessoas, 0 que também nao
representa uma divisao por fracao.

Também se solicitou a classificacdo de nivel com os mesmos parametros
utilizados anteriormente e um comentario sobre a dificuldade. Os niveis foram
classificados de 3 a 6, e os comentarios falavam em grande maioria sobre a

dificuldade de compreender a divisdo por uma fracéo e de propor problemas.
4.2. Intervencdo Il — Divisdo de Fracfes: da divisdo as fracbes

O segundo encontro realizado utilizando o Nearpod e a RNP, no dia 26 de
novembro de 2020 contou com 14 participantes. Logo no inicio, a primeira interacdo
com os alunos consistia em um questionamento sobre o que € uma fracdo. As
respostas foram bem breves, apresentadas na Quadro 2, o objetivo da pergunta era
ver qual seria o primeiro significado que atribuiriam as fracoes.

Oito deles relacionaram a fragdo com a ideia de divisdo ou razao, quatro com
a relacédo parte-todo e dois com a representacdo de um numero. Esperava que a
maior parte dos alunos fosse relacionar a ideia de razéo, divisdo, parte-todo; afinal,
ja havia observado que relacionar fracdo a representacdo de um numero nao
aparece muito claramente quando se trabalha com este conceito (BRANQUINHO,
2019).
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Quadro 2: Respostas dos alunos no Nearpod
O que é uma fragao?
Divisdo/Razao

Um meio de representar a razao de dois ntimeros. Partes de um niumero inteiro.
Uma divisdo, uma particao.

Uma divisio

Divisdo de nttimeros

E wm ntimero escrito na forma p/ 9 onde q:/ 0 e p,q pertencem aos reais

Uma divisdo, razdo entre dois nttmeros inteiros.

E uma divisdo entre dois niimeros

Fragdo seria uma representagio de divisdo entre partes (ou unidadles)
Representacao parte-todo

E uma representagio de partes de um niimero inteiro.

PARTE DE UM TODO

Uma forma de repartir e contar a quantidade “consumida” do total que tinha. Exemplo, seis
fatias de bolo e foram consumidas 3, ou seja, uma fragao de 3/6.

Um ou mais pedagos de um objeto inteiro.
Representacdo de um numero

Um ntuimero racional formao{o por partes inteiras, com denominados diferente de zero

E wma fovma de descrever niumeros inteiros e ndo inteiros.
Fonte: da autora

A interacdo seguinte questionava se as fracdes deveriam ser parte do
curriculo, todos responderam que sim. O exemplo citado por Vianna (2008), o do
Bucaneiros (descrito na péagina 26), foi apresentado aos alunos e em seguida,
repetia-se a pergunta, as fracbes deveriam ser parte do curriculo? Desta vez nove
alunos responderam que sim, e seis responderam que nao. O objetivo desses
questionamentos era leva-los a refletir sobre o real motivo das fracdes estarem em
nosso curriculo, e como a sua apresentacdo aos alunos pode impactar sua
aprendizagem futura.

Dando continuidade foram apresentados os subconstrutos das fra¢des (razéo,

operador, quociente, porcentagem e probabilidade), uma perspectiva da Educacao
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Matematica Critica, outras possibilidades para a divisdo de numeros naturais, 0s
modelos de agrupamento e reparticéo, finalizando com uma situacdo que envolvia
uma mesma operacao com resultados diferentes. A Ultima interacdo apresentava um
espaco para que 0s participantes descrevessem como ensinariam a divisdo de

fracOes.

Quadro 3: Respostas dos alunos no Nearpod

Ensinaria a parte mecénica e depois colocaria exercicios préticos pros alunos terem uma visdo
melhor do que a conta significa

Usando o exemplo da fita.

Repete a primeira e multiplica pela segunda invertida. Foi assim que aprendi.

Usando objetos concretos e situagdes do cotidiano.

Acho que depende da idade dos alunos. Depois das provocagoes de hoje, gostaria de repensar ja
que no imaginario, usamos muitas representagdes que como foi dito, nfo sdo bem ﬁac;Ges.

De maneira mais apﬁcada e utilizando exemplos do dia a dia ndo necessariamente sé de parte
inteiro

Ensinaria da forma que aprendi

Através de representacio grafica

Ensinaria através do modo porcentagem ou operador. Diversificar a explicagdo de fragdo.
Acredito que os outros modelos fovam mais praticos para o dia a dia.

Usaria o exemp[o tradicional da pizza para explicar.

Por imagens que possam ilustrar o problema abordado.

Gosto da ideia da parte pelo todo inicialmente porque é algo “mais palpavel” de se visualizar.
Acredito que a parte onde a matemética comega a ficar mais no “imagindrio” é onde as pessoas
costumam ter mais diﬁcu[dade. A partir daf poderia seguir para parte de divisdes, razdes,
proporgdes, probabilidade e porcentagem.

Ensinaria com a ajuda de alguns exemplos, como pizza, torta, bolos. E dividiria esse objeto em
pedacos e trabalharia com o inteiro (todo) e pedagos (que seria a parte de um todo). E assim iria
ensinando fragdes.

Acho que pe[o método de mensurar por dedugao, “quantos x’s dentro de y.
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Do mesmo jeito como é explicado atualmente.
Fonte: 1da autora.

Como esta interagdo ocorreu durante o encontro, as respostas foram
elaboradas de maneira bem rapida e n&o forneceram muitos dados para
analise/desdobramentos (Quadro 3). Como ndo havia a possibilidade de mandar
uma mensagem diretamente a um participante e fazer isso durante o proximo
encontro poderia ser desconfortavel, ou mesmo constrangedor, optei por ndo o

fazer.

4.3. Intervencéo lll - Divisdo de Fracdes: Significados e Andlise de

problemas

Conforme planejamento, na véspera deste encontro foi disponibilizado para os
alunos um link do Mentimeter que permitia que cada um digitasse até cinco palavras
sobre os conhecimentos que consideravam importantes para a divisdo de fracoes.
No dia 03 de dezembro de 2020 a nuvem de palavras (Figura 5) foi apresentada no

inicio do encontro.

Figura 5: Nuvem de palavras

]
~ 7y

muitiplicacao ae 1macao

numeros decimais ml'”tlplos mdc

fracao inversa

interpretacdo d iViSd O

parte
numerais

definicao de fracao

numerador

Fonte: Mentimeter

Esse recurso (nuvem de palavras) apresenta as palavras que mais se
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repetiram em maior tamanho e as menores sdo as que menos foram inseridas.
Vemos através da imagem que divisdo, multiplos, multiplicacdo e multiplicacdo de
fracdo/fracoes foram as de maior destaque. A Figura 1 (pagina 40) que relaciona o
gue Ma (2009) considera como a base de conhecimentos para o entendimento do
significado da divisdo por fracdes apresenta a multiplicacdo de fragbes como um
ponto central, destacando também a multiplicacdo e divisdo de numeros inteiros,
assemelhando-se aos conhecimentos relacionados pelos alunos. Com menor
representacdo na nuvem temos definicdo de fracdo e soma, queconstam na base de
conhecimentos como Conceito de fragéo e Significado da adicéo.

Apébs algumas consideracdes sobre o significado da divisdo por um numero
fracionario e de algumas possibilidades para o célculo, perguntava-se (através do
Nearpod) se eles ainda ensinariam da mesma maneira apontada no encontro
passado, e solicitava que explicassem o que fariam diferente. Como a pergunta
anterior obteve respostas curtas, com poucas informacdes, a intencdo era que
deixassem mais explicito como ensinariam este contetdo. Contudo, ndo funcionou

conforme a expectativa, pois as respostas se mantiveram superficiais (Quadro 4).

Quadro 4: Respostas dos alunos no Nearpod
SIM

Sim
Sim. Ensinaria.
Ensinaria, mas tentaria nao focar s6 em um tipo de exemp lo
Permaneceria com o tradicional.
Ensinaria da mesma forma, porém com um olhar mais didético
Sim
Sim, eu ainda ensinaria da mesma maneira. E wm jeito que me apeguei e acho muito fécil. Gostei de
conhecer novas maneiras, porém ainda ensinaria do jeito como é ensinado atualmente.
NAO
Nao, tentaria trazer coisas mais praticas nas questoes
Achei interessante o modo de dividir as fragdes sem utilizar multiplicagdo. Dividindo o numerador e o
denominador quando ambos sdo divistveis. Ensinaria dessa forma.
Estudaria mais para trazer diversas formas de pensar sobre o assunto. X4 ensino tradicional!

Acho que nao. Pretendo estudar as ideias dessa aula e buscar novos métodos. Acredito que cada pessoa
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pode ter um jeito diferente para chegar ao mesmo lugar, entdo provavelmente usaria um conjunto de
métodos para estimular ao melhor caminho para cada um.

Nao, acho que explicaria sobre o inverso multiplicativo ao invés de sé gravar “repete o primeiro e
multiplica pelo inverso da segunda. Achei muito interessante o método da distributiva mas teria que ter
uma habilidade maior na manipulagio e na explicagio para os alunos.

Nio, acho que demonstraria para os alunos realmente como funciona a divisio com fragdes e evitaria ao
méximo falar “repete a primeira e multiplica pelo inverso da segunda”.

Acredito que tentaria nao Veproduzir a mesmice de sempre, mas preciso me aproﬁ/mdar um pouco

me”aor em novasformas de ensinar...
Fonte: da autora.

Metade dos alunos disse que ainda ensinaria da mesma maneira, mas a outra
metade demonstrou interesse em pesquisar mais e buscaralternativas. Um dos
objetivos do curso € contribuir para uma ampliacdo da visdo sobre a divisdo de
fracGes, mostrando que ha outros caminhos viaveis para 0 seu ensino.

Este encontro contou com a analise de alguns problemas envolvendo divisdo
por fracdes, inicialmente o objetivo era utilizar alguns problemas propostos pelos
professores entrevistados por Ma e outros elaborados pelos préprios alunos. Apenas
os problemas apresentados na pesquisa de Ma (2009) foram utilizados, visto que os
participantes do curso n&o obtiveram éxito nesta tarefa. No Nearpod, cada problema
era apresentado a turma e em seguida exibia-se uma interacdo do tipo quiz para
marcar uma das opc¢les: agrupamento ou reparticdo ou produto e fatores. Era
disponibilizado um tempo para que todos conseguissem participar, logo apos
expunha uma explicacdo sobre esta classificacdo.Os problemas do tipo Produto e
Fatores tiveram a maior porcentagem de acertos (76%), os de Reparticdo ficaram
em torno de 50% e os de Agrupamento oscilaram entre 76% e 29%. Os slides no
Nearpod continham onze problemas, mas apenas seis foram utilizados, era dificil
conseguir sincronizar o tempo para que todos conseguissem responder de maneira
agil evitando que se tornasse cansativo e comprometesse a dinamica da aula. Como
foram classificados dois problemas de cada modelo, n&o considero possivel
mensurar se havia maior clareza nas definicbes dos modelos (de agrupamento,
reparticdo e produto e fatores) ou se o enunciado dos problemas era mais explicito

quanto a sua classificagao.
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4.4. Intervencéo IV — Analise de erros como uma possibilidade

A Ultima intervencao ocorreu no dia 10 de dezembro e diferente dos outros
dias ndo teriamos trés horas de duracdo, havia um evento online na UERJ e teria
pouco mais de uma hora, dessa forma, optei por néo realizar nenhuma interacao,
utilizei a RNP e uma apresentacgéo de slides.

Ao final, enviei um link do Nearpod solicitando que eles fizessem uma
avaliacdo do curso com criticas, sugestdes ou elogios. Doze alunos participaram,
todos os comentéarios foram positivos, selecionei trés aleatoriamente e a quarta é a
Gnica que havia uma sugestdo, de fato, o tempo de resposta noNearpod acabou
sendo maior do que o esperado, 0 que ocasionou um replanejamento, com a nao

realizacdo de algumas interacgdes.

S6 tenho a agradecer por essa intervengdo que abriu meus olhos sobre fragdes e divisdes em

fva(;ées, coisas que eu nunca tinha pavado para pensar. Parabéns

Achei enriquecedova, nunca havia pavado para V@qeﬂr sobre as fownas da ﬁragéo, apenas
como uma divisdo. E incrivel como conteudos que ja estdo enraizados e robotizados em nés

POC{GW’L ser vistos de outrasformas € como pvecisamos JU/'E:U’lSpO]/' €sses paradigmas ao [€C ionar.

Gostei muito, mudo sim minha maneira de Jpensar me passou outros jeitos de como ensinar
a divisio de ﬁrag:ées, eme despeﬁou interesse de pesquisar outras fownas de ensinar para os

diversos temas da matemética.

Achei satisfatéria, agregou novos pontos de vista sobre os métodos de ensino dados e conheci
relembrei.
Como sugestao acho q podevia dar menos tempo para as pessoas responderem 0 nezzrpod,

visto que demorava mais do que deveria.

Houve muita gentileza nas avaliacdes. Devido a brevidade e adversidades
encontradas ao longo do curso,possivelmente nao foi suficiente para mudar a forma

como eles ensinam/irdo ensinar e veem as fracbes, mas € significativo que lhes
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tenha despertado o interesse em pesquisar mais sobre este e outros temas da

matematica e refletir sobre como e porgue ensinamos um determinado contetdo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresenta uma pesquisa sobre o ensino da divisdo por
fracOesrealizada durante um periodo de muitas incertezas na sociedade, uma
pandemia mundial. A Escola ndo poderia ficar de fora, muitas ressignificagdes para
pesquisar dentro do que era possivel naquele momento.

O interesse pelo tema, divisdo de fracdes, surgiu da reflexdo sobre as
dificuldades enfrentadas pelos alunos do sexto ano do Ensino Fundamental.Em
Branquinho (2019) buscou-se compreender como se d& a apreensédo do conceito de
fragcdo. Seguindo nessa investigacdo a tese de doutorado de Liping Ma publicada
como livro em portugués em 2009 se constitui como um dos principais referenciais
tedricos desta pesquisa. O conceito de Compreensdo Profunda da Matematica
Fundamental desenvolvido por Matraz a reflexdo muitos aspectos do ensino da
divisdao por fraglOes, partindo da definicho de fracdo, passando pela divisdo e
multiplicacdo com numeros naturais, a multiplicacdo por fracbes até finalmente a
divisdo por fracoes.

Apesar de haver uma infinidade de trabalhos que abordam fragdes,
investigagdes sobre a divisdo por fragdes relacionada ao conhecimento docente nao
sao tao frequentes. Os trabalhos analisados na revisdo de literatura, assim como o
referencial tedrico utilizado corroboram que o0 ensino e a aprendizagem alicercados
no uso do algoritmo nao é suficiente para a apreenséo de significadoda divisdo por
fracOes.

Para investigar o conhecimento do professor foi elaborado um protétipo de
curso para aplicacdo em uma turma de licenciandos em matematica. Durante sua
execucao, 0 curso passou por diversas alteragfes tentando atender as demandas e
necessidades das partes envolvidas (cursistas, docente da turma e a pesquisadora).
O planejamento inicial passou por mudancas, até mesmo durante um encontro,
demandando rapidas adaptacoes.

Foi desafiador conciliar o tempo de respostas dos alunos durante as
interacdes através do Nearpod, ferramenta que possibilitou o registro das respostas
dos alunos. Contudo limitou as participacdes espontaneas. Problemas com a
gualidade e instabilidade na conexdo de internet tornaram 0 processo um pouco
mais lento, restringindo algumas interagées programadas. Algumas participacoes

foram breves, ndo fornecendo muitos elementos para andlise posterior. As
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devolutivas dos alunos as questdes propostas no primeiro encontro se
assemelharam aos resultados encontrados por Ma (2009) com os professores
americanos, algumas dificuldades com a operacionalizacdo do célculo e nenhum
deles conseguiu propor uma situacdo problema que pudesse representar uma
divisdo por fragdes. O curso foi realizado em uma turma, caracterizando-se uma
pequena amostragem, ndo significa que se fosse em uma escala maior 0s
resultados se manteriam oS mesmos.

Entretanto, os conteudos debatidos se mostraram relevantes e interessantes
para os cursistas. O curso foi bem avaliado e recebido pelos alunos e agu¢ou muitas
reflexdes sobre como poderia sanar as dificuldades encontradas/relatadas. Ainda
assim, avalio positivamente por ter deflagrado um olhar mais amplo sobre o ensino
de fracGes, com foco especial na divisdo por fracBes, questionando porque aquele
algoritmo é téo facilmente aceito e disseminado nas salas de aula.

Esta experiéncia promoveu uma remodelacdo do curso e do seu publico-alvo,
além de futuros professores de matematica, essa discussao também pode ser muito
enriquecedora para professores ou futuros professores que ensinam matematica.O
planejamento inicial contava com trés intervengdes, foram tantos desdobramentos,
qgque demandou-se um quarto encontro. Durante a realizacdo do curso algumas
atividades foram suprimidas, para garantir a sua viabilidade e um espag¢o maior para
trocas, a duracdo estimada passou a ser de dez encontros de trés horas cada.

Com a intencdo de estimular a construcdo de CPMF, o curso foi iniciado
solicitando que os alunos propusessem problemas, algo que ndo é muito comum nas
escolas brasileiras e que os fez perceber que apesar da divisao por fracdes parecer
um tema simples e facil, na realidade € complexo, e 0 conhecimento que possuiam
sobre o tema ndo Ihes fornecia uma base conceitual para isso. Nos encontros
seguintes buscou-se desenvolver as caracteristicas que Ma (2009) encontrou nos
professores identificados como possuindo CPMF. O conhecimento conceitual foi
desenvolvido retornando a divisdo e ao conceito de fracdo. Propor outras formas
para o céalculo além do algoritmo classico colaborou para a percepcao e relevancia
de que ha mudltiplas perspectivas sobre um mesmo assunto. Expls-se o
conhecimento curricular através de analise e discussdo da proposta da BNCC
(BRASIL, 2017). A abordagem de conhecimentos necessérios a divisdo por fracéo, a
reflexdo proposta na interagdo de nuvem de palavras e a exploracdo da BNCC

contribuem para estabelecer conexdes entre conhecimentos necessarios a
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aprendizagem e aos que demandarao este como base, contribuindo para uma visao
da matemética como um corpo de conhecimentos interligados. A andlise de erros e a
proposicao de questdes fornecem um olhar para o que de produtivo pode surgir dos
erros dos alunos, demonstrando que o professor pode assumir uma atitude
positiva(mais investigativa) diante desses equivocos, propondo mais buscas,
perguntas, incentivando os alunos a terem essa postura mais participativa e de
producado do proprio conhecimento.

Assim, considero que o objetivo dessa pesquisa, contribuir para a construcao
de Conhecimento Profundo da Matemética Fundamental sobre divisdo por fracdes
junto a futuros professores de matematica foi alcancado. Considero também que um
curso nao seria capaz de desenvolver um CPMF plenamente em futuros professores
de matematica (ou mesmo em professores formados), mas tem o potencial de
contribuir para uma percepcéo de que ha muito para aprender sobre o tema.

O CPMFsobre divisdo por fracdes é considerada um assunto basico, parte da
base da aritmética, e exatamente por isso é um tépico fundamental para a
apropriacdo de conhecimentos futuros. A partir das avaliacbes dos participantes
(realizadas no ultimo encontro) apresentados na analise, observa-se a percepcao
deles de que apenas um conhecimento rudimentar e a operacionalizagdo através de
um algoritmo, ndo é suficiente. Ao docente é essencial possuir um conhecimento
especializado para o ensino. O que corrobora com parte das pesquisas utilizadas na
revisdo de literatura que abordam o modelo MTSK, que refere-se a esse
conhecimento especializado do professor para ensinar.

Desse modo, o curso: “Divisdo de Fragdes: Compreensdo Profunda da
Matematica Fundamental de professores que ensinam matematica” foi submetido
para cadastro como um Curso de extensdo da UERJ vinculado ao projeto de
extensdo “Formacédo compartilhada de professores: imagens e discursos sobre a
pratica docente’e aguarda aprovacao.

Neste formato, com duracdo de 30 horas, seria possivel disponibilizar um
tempo maior para interacdo, andalise e producdo de atividades. A realizacdo no
ensino presencial possui potencial de propiciar interagbes/discussdes/trocas mais
efetivas para que a reflexdo permeie todo o curso.

Consideramos que esta pesquisa que seencerra aqui, ainda tem potencial
para se desdobrar em novas pesquisas. Afinal, como seria realizar este curso de

modo presencial? E com professores de matematica? E com professores que
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ensinam matematica? E como seria uma turma destinada tanto aos professores de
matematica quanto aos que ensinam e ainda para os futuros professores?E quais
seriam os resultados em outras realidades? Quais resultados e desdobramentos
podem surgir de outras intervencdes? E da elaboracdo de atividades durante o
curso? E se essas atividades fossem desenvolvidas em turmas da Educacao
Bésica?

Sao muitas possibilidades e desdobramentos para pesquisas futuras. O
trabalho apresentado aqui € um recorte dentro do que foi possivel em um periodo
nao muito extenso e tao turbulento. Portanto, h4 uma perspectiva mais ampla nessa

investigagdo com potencial de expansao em trabalhos posteriores.
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APENDICE- Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE)

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé estad sendo convidado(a) a participar, como voluntario(a), da pesquisa
intitulada Divisao de fracfes: Compreensao Profunda da Matematica Fundamental
de Futuros Professores de Matematica,conduzida por Lorena Rosa Branquinho. Este
estudo tem por objetivo investigar a Compreensdo Profunda da Matematica

Fundamental de futuros professores de matematica em relacao a divisao de fracoes.

Vocé foi selecionado(a) por ser um aluno de graduacédo da Licenciatura em
Matematica. Sua participacdo ndo é obrigatoria. A qualquer momento, vocé podera
desistir de participar e retirar seu consentimento. Sua recusa, desisténcia ou retirada

de consentimento ndo acarretara prejuizo.

Ao participar da pesquisa esta sujeito ao risco de constrangimento, para evitar
que isso ocorra 0os dados dos participantes ndo serdo expostos com identificagdo em
momento algum da pesquisa. Sua participacdo na pesquisa ndo é remunerada nem

implicara gastos para os participantes.

Sua participacdo nesta pesquisa consistirda em alguns encontros virtuais onde
utilizaremos a plataforma RNP e o site Nearpod (que permite criar apresentacdes
com interagcOes simultaneas em que os dados obtidos séo exibidos sem identificacao
de usuario), na forma de um minicurso sobre “Divisdo de Fragbes”. Essas
intervencdes ocorrerdo durante as aulas de Pratica Pedagogica em Matematica |,
ministrada pela professora Dra. Gabriela Félix Brido (orientadora da presente
pesquisa).

Os dados obtidos por meio desta pesquisa serdo confidenciais e ndo seréo

divulgados em nivel individual, visando assegurar o sigilo de sua participacao.

A pesquisadora responsavel se compromete a tornar publicos nos meios
académicos e cientificos os resultados obtidos de forma consolidada sem qualquer

identificacéo de individuos participantes.

Caso vocé concorde em participar desta pesquisa, assine ao final deste

documento, que possui duas vias, sendo uma delas sua, e a outra, do pesquisador
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responsavel / coordenador da pesquisa. Seguem os telefones e o0 endereco
institucional do pesquisador responsavel e do Comité de Etica em Pesquisa — CEP,
onde vocé podera tirar suas davidas sobre o projeto e sua participacdo nele, agora

ou a qualquer momento.
Contatos do pesquisador responsavel: Lorena Rosa Branquinho

E-mail: lorenarosab@gmail.com/ Celular: 021 997 997 124

Caso vocé tenha dificuldade em entrar em contato com o0 pesquisador
responsavel, comunique o fato & Comisséo de Etica em Pesquisa da UERJ: Rua
Sao Francisco Xavier, 524, sala 3018, bloco E, 3° andar, - Maracanad - Rio de
Janeiro, RJ, e-mail: etica@uerj.br- Telefone: (021) 2334-2180. O CEP COEP é
responsavel por garantir a protecdo dos participantes de pesquisa e funciona as

segundas, quartas e sextas-feiras, de 10h as 12h e 14h as 16h.

Declaro que entendi os objetivos, riscos e beneficios de minha participacédo na

pesquisa e que concordo em participar.

Rio de Janeiro, de de

Nome do(a) participante:

Assinatura:

Nome da pesquisadora: Lorena Rosa Branquinho

Assinatura;
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